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Introduction
La premie`re me´thode de synthe`se industrielle de carburant a e´te´ de´couverte par Friedrich
Bergius en 1921. A l’origine, il s’agissait d’une simple essence organique. Aujourd’hui, de nom-
breux de´rive´s, raffine´s et transforme´s, sont de´veloppe´s pour re´pondre a` des besoins toujours
plus spe´cifiques en terme de performance et de couˆt. Les carburants liquides sont maintenant
la premie`re source de production d’e´nergie tant au niveau industriel que domestique. Dans une
turbine d’avion ou un moteur a` piston de cargo, dans un chauffage au fuel ou une lampe a`
pe´trole, le meˆme phe´nome`ne, la meˆme physique intrinse`que : un e´coulement diphasique re´actif
et un carburant liquide.
Ce choix est dicte´ par la facilite´ de stockage de l’e´nergie sous forme chimique dans un combustible
liquide, qui de´passe la densite´ e´nerge´tique de la plupart des autres moyens de stockage chimique.
Cependant, il est maintenant ave´re´ que l’utilisation massive des e´nergies fossiles change l’envi-
ronnement. Les e´missions d’oxydes de carbone ou d’azote sont non seulement potentiellement
dangereuses pour la sante´ mais leur accumulation dans l’atmosphe`re change e´galement l’e´volu-
tion du climat au travers de processus complexes. La pollution atmosphe´rique est devenue une
vraie pre´occupation de sante´ publique au niveau local et un facteur de changement climatique
au niveau global dont la prise de conscience a entraˆıne´ un balbutiement de gestion plane´taire
des e´missions de dioxyde de carbone.
Face a` cette situation, les pouvoirs publics ont engage´ des e´tudes pour permettre de pre´dire les
niveaux de concentration de polluants dans les zones urbaines et minimiser l’exposition de la
population au travers de la mise en place de re´glementations nationales ou europe´ennes strictes
sur l’e´mission de polluants. Ces re´glementations s’appuient sur deux types de contraintes, soit
elles re´duisent l’activite´ industrielle et les habitudes de consommation e´nerge´tiques des citoyens,
ce qui produit e´galement des re´percussions sur l’activite´ e´conomique, soit elles imposent de re´-
duire les e´missions au travers du de´veloppement de technologies moins polluantes. Certains e´tats
soucieux de leur croissance pre´fe`rent ne conside´rer que la deuxie`me possibilite´ au de´triment des
facteurs climatiques mais, dans tous les cas, une prise de conscience forte de l’ensemble des ac-
teurs a permis d’impulser une dynamique de de´veloppement technologique qui passe par la mise
en place de nouveaux outils d’e´tude, plus performants et plus pre´cis.
La communaute´ des turbines a` gaz, dont les principales applications sont les re´acteurs ae´ronau-
tiques et la production d’e´lectricite´, est particulie`rement concerne´e. Pour envisager de controˆler
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les niveaux de polluants, il faut re´viser en grande partie la conception des chambres de combus-
tion, en se basant sur une connaissance approfondie de la physique de la combustion turbulente.
Il y a la` un inte´reˆt conside´rable pour les industriels car, si la compre´hension des phe´nome`nes de
combustion conditionne bien sur la formation de polluants, c’est aussi et avant tout la cle´ des
avance´es technologiques en matie`re d’ame´lioration de puissance, de gains de performance et de
re´duction de consommation. Dans un secteur tre`s concurrentiel comme l’est le secteur ae´ronau-
tique, il y a la` un double avantage qui profite e´galement aux actions de recherche scientifique
dans ce domaine, avec des retombe´es possibles sur de nombreux domaines connexes (moteurs
automobiles, fours a` verre, re´acteurs a` charbon...).
L’e´tude par mesure expe´rimentale est la premie`re fac¸on d’obtenir cette connaissance approfondie
de la phe´nome´nologie de la combustion turbulente. Cependant, la zone de mesure est expose´e a`
des tempe´ratures e´leve´e et toutes les grandeurs n’y sont pas mesurables, meˆme si les techniques
a` base de balayage laser permettent d’obtenir de nombreux re´sultats.
Il existe alors une autre fac¸on de de´gager les e´le´ments pertinents d’un e´coulement : la simulation
nume´rique. Cette me´thode offre une comple´mentarite´ tre`s inte´ressante, voire parfois une alterna-
tive, pour la compre´hension des phe´nome`nes complexes. En validant les hypothe`ses des mode`les
par rapport a` l’expe´rience, cet outil a de´ja` fait la preuve de son efficacite´ et de son potentiel a`
de´crire la physique des e´coulements re´actifs. Cependant la simulation nume´rique n’a pas encore
atteint un caracte`re pre´dictif dans plusieurs domaines et de nouveaux de´veloppements sont en-
core ne´cessaires.
Par ailleurs, pour obtenir un maximum d’e´nergie thermique, la plupart des applications e´voque´es
pre´ce´demment utilisent un re´gime de combustion turbulent et la formation des polluants en est
une conse´quence. Il est donc ne´cessaire de de´velopper des outils toujours plus pre´cis pour de´crire
ce type d’e´coulement re´actif. Si les carburants sont liquides, il faut naturellement y ajouter la
complexite´ des e´coulements diphasiques.
L’e´tude des e´coulements turbulents a beaucoup e´volue´ dans les trente dernie`res anne´es graˆce
a` l’utilisation des calculateurs informatiques. D’abord centre´e sur les turbines ae´ronautiques,
la recherche en combustion turbulente s’est ensuite de´veloppe´e sur les moteurs a` piston et les
turbines a` gaz. Concernant les e´coulements diphasiques, de nombreux travaux ont e´te´ mene´s
pour les applications de l’industrie chimique (lits fluidise´s). Si ces applications peuvent avoir un
inte´reˆt direct pour le secteur e´nerge´tique (combustion de de´chets ou de charbons de mauvaise
qualite´ en lits fluidise´s dans les centrales thermiques), le contexte des turbines ne´cessite des
e´tudes spe´cifiques. Enfin, il existe peu d’e´tudes sur la combustion turbulente diphasique, qui
implique deux domaines pre´sentant de´ja` se´pare´ment une grande complexite´. D’ou` l’inte´reˆt de la
simulation nume´rique pour e´tudier ces phe´nome`nes pre´cise´ment.
Cependant, avec la puissance des calculateurs actuels, il est impossible de simuler l’e´coulement
proche autour des quelques millions de gouttelettes qui apparaissent, par exemple, dans un in-
jecteur de turbine a` gaz. Il est donc toujours ne´cessaire de mode´liser la zone proche de la goutte
pour que l’e´coulement plus lointain puisse eˆtre simule´ a` des couˆts raisonnables. Cette restriction
n’empeˆche cependant pas d’e´tendre le spectre des phe´nome`nes simule´s.
Dans cette optique, il existe un point essentiel a` prendre en compte. Les syste`mes d’injection
actuels ne peuvent ge´ne´rer une atomisation totalement monodisperse et, si le phe´nome`ne peut
eˆtre ame´liore´, plusieurs e´le´ments physiques laisse supposer qu’il ne puisse disparaˆıtre totalement.
Les gouttes obtenues ne sont pas toutes de meˆme diame`tre et se retrouvent donc disperse´es de
fac¸on diffe´rente selon leur taille. Il en re´sulte, apre`s e´vaporation, des zones moins riches que
celles initialement pre´vues pour permettre l’allumage, ainsi que la pre´sence de faible quantite´ de
carburant gazeux dans des zones ou` cette pre´sence n’est ni ne´cessaire ni souhaite´e. Afin de com-
prendre ces phe´nome`nes et de pouvoir en controˆler les effets pour les restreindre ou les utiliser,
une extension polydisperse des mode`les diphasiques existants est ne´cessaire.
L’e´tude de la combustion turbulente diphasique polydisperse implique de traiter avec attention
trois points :
1. Si l’on veut pouvoir capter les interactions spatio-temporelles de la flamme avec l’e´cou-
lement (dynamiques et acoustiques), il convient d’utiliser une me´thode descriptive de la
turbulence suffisamment pre´cise et de ne pas ne´gliger la compressibilite´ des gaz.
2. Ensuite, afin de limiter les proble`mes nume´riques, la pre´sence d’une flamme impose d’avoir
des champs de fraction massique de fuel gazeux non seulement continus mais e´galement a`
de´rive´e continue. Cela entraˆıne d’avoir un champ de fraction massique de carburant liquide
posse´dant les meˆmes proprie´te´s puisque les deux phe´nome`nes sont comple`tement couple´s
au travers de l’e´vaporation.
3. Enfin, la robustesse et le couˆt en temps de calcul de´termine un niveau de compromis a`
trouver pour de´velopper un mode`le respectant les points e´nonce´s.
Pour les trois raisons e´voque´es ci-dessus, il semble que les me´thodes Reynolds Average Navier-
Stokes (RANS) ne soient pas assez pre´cises, qu’une formulation lagrangienne ne´cessiterait trop
de particules pour ge´ne´rer un champ de fraction massique de fuel suffisamment continu et enfin
qu’une me´thode eule´rienne a` classes de particules serait beaucoup trop couˆteuses. Par ailleurs, il
semble, au regard des me´thodes existantes, que le de´veloppement d’une description Euler-Euler
polydisperse en Simulation de Grandes Echelles (SGE) base´e sur le transport d’e´quation de mo-
ments puisse repre´senter un apport scientifique. Ce travail a donc pour but le de´veloppement
d’une me´thode inexplore´e jusqu’alors en cherchant a` capturer un maximum d’effets physiques
polydisperses tout en pre´servant les performances de calcul.
• La premie`re partie propose une approche globale des e´coulements diphasiques tant au
niveau technologique que the´orique. Le premier chapitre pre´sente un panorama des tech-
niques d’injection couramment utilise´es dans les turbines a` gaz et une analyse des e´le´ments
physiques engendrant le phe´nome`ne d’atomisation. Ensuite, un tableau des diverses des-
criptions existantes des e´coulements diphasiques est brosse´ et une comparaison de leurs
avantages et inconve´nients respectifs est propose´e. Enfin, la description mathe´matique re-
tenue pour le syste`me diphasique est pre´sente´e et un mode`le d’extension spe´cifique a` cette
description est construit.
• La seconde partie explicite les me´thodes nume´riques et le code de calcul utilise´s et propose
trois configurations d’e´tude et de validation du mode`le propose´.
• Enfin, la troisie`me et dernie`re partie effectue une synthe`se des apports de ce travail et
donne quelques pistes pour poursuivre le de´veloppement du mode`le polydisperse.
Liste des symboles
Abbre´viations
COUPL Cerfacs and Oxford University Parallel Library
DNS Direct Numerical Simulation ’Simulation Nume´rique directe’
EQB Energie Quasi-Brownienne
LES Large Eddy Simulation ’Simulation des Grandes Echelles’
NSCBC Navier-Stokes Characteristic Boundary Conditions ’Conditions Limites Caracte´ristiques
de type Navier-Stokes’ , page 107
FDP Fonction de Densite´ de Probabilite´
PDF Probability Density Function ’Fonction de Densite´ de Probabilite´’
RANS Reynolds Averaged Navier-Stokes ’Equations de Navier-Stokes moyenne´es par moyenne
de Reynolds’
SGE Simulation des Grandes Echelles
SGS Sub Grid Scale ’Echelles Sous Maille’, page 63
SND Simulation Nume´rique directe
WALE Wall Adaptating Local Eddy-viscosity ’Viscosite´ d’Echelle Locale s’Adaptant a` la Paroi’,
page 64
Symboles grecs
α2 fraction volumique des particules, page 39
βp diame`tre d’une particule probable, page 38
Γ1 variation de masse de l’espe`ce evap par e´vaporation, page 59
Γ2 variation moyenne de masse par e´vaporation ou condensation, page 49
Γh variation d’enthalpie due aux variations de masse des particules, page 55
ΓQB variation d’e´nergie cine´tique due aux variations de masse des particules, page 54
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Γs variation moyenne d’interface par e´vaporation ou condensation , page 50
Γu variation de QDM due aux variations de masse des particules (e´vaporation...) , page 51
κQB diffusion quasi-brownienne, page 89
µ1 viscosite´ dynamique, page 58
µQB viscosite´ dynamique quasi-brownienne, page 87
ν1 viscosite´ cine´tique du fluide porteur, page 24
νQB viscosite´ cine´tique quasi-brownienne, page 87
Π2 e´changes d’enthalpie avec la phase continue, page 55
ρ1 masse volumique de la phase continue, page 58
ρ2 masse volumique d’une particule, page 39
Σ2 densite´ de surface me´soscopique, page 50
σ2 surface d’une particule, page 50
σ̂ parame`tre sans dimension d’e´cart a` d00, page 70
τ1,ij tenseur des contraintes de la phase continue, page 58
τ2,ij tenseur des contraintes visqueuses, page 87
τconv temps caracte´ristique de la convection des particules, page 25
τdrag temps de relaxation des particules, page 25
θ
′′
2 tempe´rature de´corre´le´e d’une particule, page 42
θ2 tempe´rature d’une particule, page 38
θΓ tempe´rature conditionne´e par le diame`tre, page 72
ζp tempe´rature d’une particule probable, page 38
Fonctions, ope´rateurs et indices
< . >2 moyenne massique, page 39
{.}2 moyenne statistique, page 39
′′
symbole indiquant une quantite´ de´corre´le´e, page 41
1 indice caracte´risant la phase continue (gaz ou liquide), page 16
2 indice caracte´risant la phase disperse´e, page 16
kevap indice correspondant a` l’espe`ce constitutive des particules, susceptible de s’e´vaporer
f2 FDP des particules, page 38
Gθ loi de probabilite´ gaussienne, page 72
Gu loi de probabilite´ gaussienne, page 71
i, j, k indices spatiaux
K0 fonction adimensionnelle, page 85
K1 fonction adimensionnelle, page 90
K2 fonction adimensionnelle, page 86
K3 fonction adimensionnelle, page 80
Nd loi de probabilite´ log-normale, page 69
p indice caracte´risant une quantite´ particulaire, page 24
T ope´rateur de flux de´corre´le´, page 47
Symboles romains
B nombre de transfert de Spalding, page 92
C terme source d’interaction des particules entre elles, page 44
~cp vitesse d’une particule probable, page 38
Cp chaleur spe´cifique a` pression constante, page 59
Cv chaleur spe´cifique a` volume constant, page 59
c1 coefficient nume´rique, page 81
c2 coefficient nume´rique, page 81
Cd coefficients de traˆıne´e d’une particule, page 24
CM coefficients de masse ajoute´e d’une particule, page 24
D2 coefficient de diffusion mole´culaire, page 92
d2 diame`tre d’une particule, page 38
d00 diame`tre caracte´ristique du nuage de particules, page 70
dSt diame`tre tel que St(dSt) = 1, page 79
EΓ parame`tre de dispersion de tempe´rature, page 72
Eτ parame`tre assimilable a` une e´nergie cine´tique, page 71
EQB Energie Quasi-Brownienne, page 52
et e´nergie totale du gaz, page 61
F forces exte´rieures applique´es sur une particule , page 51
Fd terme source de traˆıne´e, page 89
Hf re´alisation du champ gazeux, page 38
h
′′
2 enthalpie de´corre´le´e d’une particule, page 42
H2 enthalpie me´soscopique massique, page 42
h2 enthalpie d’une particule, page 42
n2 densite´ de particules, page 39
On nombre d’Ohnesorge, page 16
p1 coefficient nume´rique, page 81
p2 coefficient nume´rique, page 81
pQB pression quasi-brownienne, page 87
r constante du me´lange, page 59
p1 pression de la phase continue, page 58
Rep Reynolds particulaire, page 25
Sγ moment de diame`tre d’ordre γ, page 74
St nombre de Stokes, page 25
T2 tempe´rature me´soscopique massique, page 42
T1 tempe´rature thermodynamique de la phase continue, page 58
~u∞ vitesse des particules a` fort St, page 79
~u
′′
2 vitesse de´corre´le´e d’une particule, page 42
~U2 vitesse me´soscopique massique, page 42
~u2 vitesse d’une particule, page 38
~u1 vitesse de la phase continue, page 58
~uτ vitesse conditionne´e par le diame`tre, page 71
W masse mole´culaire moyenne du me´lange, page 59
Wk masse mole´culaire l’espe`ce k, page 59
We nombre de Weber, page 16
Yk fraction massique gazeuse l’espe`ce k, page 59
Premie`re partie
DESCRIPTION DES
ECOULEMENTS
FLUIDE-PARTICULES
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Chapitre 1
Ecoulements diphasiques dans les
turbines industrielles
1.1 Technologies d’injection
La plupart des turbines a` gaz actuelles utilisent des carburants fossiles sous forme liquide
mais alimentent la flamme par un carburant gazeux.
L’injecteur qui a pour objet d’apporter le carburant liquide dans la chambre doit e´galement
pre´parer au mieux la transition entre la phase liquide et la phase gazeuse.
Dans cette optique, il existe deux approches. La premie`re consiste a` fragmenter le carburant
liquide pour faciliter son e´vaporation au sein des gaz chauds de la chambre, la seconde propose
d’e´vaporer directement le carburant avant de l’injecter dans la chambre. Ces deux approches
de´finissent naturellement deux types d’injecteurs :
– les vaporisateurs
– les pulve´risateurs (ou atomiseurs)
Le premier type d’injecteurs classiques est constitue´ des vaporisateurs :
• Les vaporisateurs a` canne (Fig. 1.1 a) :
Le principe de ce syste`me est le suivant : plutoˆt que de chercher a` fractionner le fuel en
gouttelettes puis de chercher a` les e´vaporer, pourquoi ne pas l’e´vaporer directement ?
Le composant ne´cessaire a` cette ope´ration, un tube en ’T’, est simple et efficace et pre´-
sente un couˆt plus faible que celui des atomiseurs. Le diame`tre important du tube limite
l’encrassage et un ajout d’air dans la canne permet de controˆler partiellement la richesse.
Le proble`me principal de ce syste`me est l’amorc¸age. S’il n’y a pas assez de chaleur pour une
e´vaporation totale, le fuel liquide va s’e´couler le long du ’T’ et eˆtre atomise´ par interaction
avec le gaz de fac¸on non controˆle´e au niveau de l’embouchure. Comme le fuel sert e´gale-
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ment de refroidissant a` la canne, cela pose proble`me en cas de coupure du de´bit liquide ou
de forte acce´le´ration, car soit la canne va subir un e´chauffement important soit le liquide
n’aura pas le temps d’eˆtre comple`tement e´vapore´. Enfin, comme l’injecteur est au milieu
de la chambre, il peut se poser des proble`mes de dure´e de vie.
Le deuxie`me type d’injecteurs se compose des pulve´risateurs qui sont les syste`mes les plus em-
ploye´s dans la pratique. Ils peuvent eˆtre classe´s en sous-cate´gories en fonction de leur technologie
spe´cifique :
• Les atomiseurs pressurise´s (Fig. 1.1 b) :
Appele´s aussi pulve´risateurs hydrauliques, ce sont les injecteurs les plus anciens et les plus
simples. Le liquide est mis sous pression (quelques bars a` plusieurs dizaine de bars) dans un
re´servoir puis passe au travers d’une buse e´troite. L’interaction du liquide avec les parois
ge´ne`re des instabilite´s qui se propagent dans le jet en atomisation (cf. paragraphe 1.2).
L’avantage principal de ce syste`me est sa simplicite´ qui n’empeˆche pas une bonne atomi-
sation (diame`tre des gouttes homoge`ne rapidement avec une faible granulome´trie finale) .
De plus, l’utilisation d’e´coulements tournants (’swirled flows’) permet d’obtenir, si besoin
est, de plus amples angles de spray en sortie de buse.
L’inconve´nient majeur de ce type d’injecteur est le fort diffe´rentiel de pression ne´cessaire
au passage du de´bit de carburant. En effet, le diffe´rentiel varie comme le carre´ du de´bit
souhaite´ et limite donc rapidement l’injection pressurise´e. Un autre inconve´nient connu (et
quasiment commun a` tous les pulve´risateurs) est le phe´nome`ne de ’crachotage’ au moment
de la monte´e en re´gime : le diffe´rentiel de pression est trop faible pour donner une vitesse
suffisante au dard liquide qui se fragmente de fac¸on irre´gulie`re en gouttes de gros diame`tre.
• Les atomiseurs pressurise´s assiste´s (Fig. 1.1 c) :
Evolution naturelle du mode`le pre´ce´dent dans l’optique de vaincre la limitation de pression
et parfois de´nomme´s pulve´risateurs pneumatiques, ces injecteurs proposent de dynamiser
l’e´coulement liquide par un e´coulement adjoint d’air, soit par me´lange direct avant la buse,
soit en e´coulement cocourant apre`s la buse.
Le gros avantage est de pouvoir atteindre des re´gimes de de´bits bien plus e´leve´s sans ne´-
cessiter un gros compresseur mais aussi de pouvoir utiliser des carburants plus visqueux.
Un inconve´nient est le confinement possible produit par l’e´coulement adjoint qui limite
l’angle du spray a` environ 60˚
• Les atomiseurs ’airblast’ (Fig. 1.1 d) :
Parmi les injecteurs assiste´s, un mode`le particulier a connu une re´pansion plus importante,
l’atomiseur ’airblast’, ce qui peut se traduire par atomiseur ’ae´rosouﬄe´’ et qui exprime le
fait que l’arrachement en fragments liquides provient d’une interaction avec l’air entraˆınant
et non plus avec les bords de la buse. C’est le diffe´rentiel de vitesse au niveau de l’interface
air/liquide qui au travers de la traˆıne´e amplifie les perturbations et acce´le`re l’arrachement.
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b)
c)
d)
e)
a)
f) 1
2
3
Fig. 1.1 – Injecteurs (d’apre`s A. Lefebvre [31])
a) vaporisateur b) atomiseur pressurise´ c) atomiseur pressurise´ assiste´
d) atomiseur ’airblast’ e) atomiseur effervescent
f) atomiseur a` film liquide (1 : e´coulement gazeux rotatif interne, 2 : nappe liquide en rotation,
3 : e´coulement gazeux rotatif externe)
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Ce syste`me permet d’obtenir des pulve´risations tre`s fines et ne´cessite moins de vitesse et
de de´bit d’air que les atomiseurs assiste´s classiques. Les gouttes sont e´galement convecte´es
plus facilement en aval.
Par contre, la pre´sence d’un e´coulement d’air engendre un couplage avec le reste de la
chambre et il est fait mention d’instabilite´s possibles a` haute pression [31] .
• Les atomiseurs effervescents (Fig. 1.1 e) :
Parmi les atomiseurs les plus re´cents figurent les atomiseurs effervescents qui ont pour prin-
cipe de chercher a` pulve´riser un me´lange d’air et de gaz. Ce syste`me simple, qui permet une
‘ae´ration’ du spray, produit une tre`s bonne atomisation meˆme a` faible pression et limite
l’encrassage. En revanche, le spray obtenu comporte une large distribution de diame`tres
compris dans un angle assez faible et ne´cessite une source secondaire de compression pour
produire les bulles, ce qui peut eˆtre limitant en utilisation a` haute pression.
• Les atomiseurs a` film liquide en paroi (Fig. 1.1 f) :
Ces injecteurs sont ceux qui mettent en jeu les e´coulements les plus complexes. Leur prin-
cipe de fonctionnement repose sur l’atomisation d’une nappe liquide par fort cisaillement
avec l’air. Dans ce but, la nappe liquide (2), elle-meˆme tournante (swirled), est maintenue
entre deux e´coulements gazeux tournants contra-rotatifs (1 et 3) qui produisent un tre`s fort
diffe´rentiel de vitesse entre la face interne et la face externe de la nappe. Le nombre e´leve´
de degre´s de liberte´ (sens et vitesse de rotation des trois e´coulements tournants) permet
d’obtenir une large gamme de re´gimes d’atomisation. La meilleure atomisation est obtenue
lorsque les e´coulements gazeux interne et liquide sont co-rotatifs et que l’e´coulement gazeux
externe est contra-rotatif par rapport aux deux pre´ce´dents.
L’inconve´nient de ce syste`me est comme pour beaucoup d’autres atomiseurs, la faible per-
formance lors de la monte´e en re´gime ou` l’e´tablissement de l’arrachage de la nappe liquide
peut ge´ne´rer des gouttes de fort diame`tre.
• Les atomiseurs rotatifs (Fig. 1.2) :
Dans les turbines a` gaz, l’arbre autour duquel sont mis en rotation le compresseur et la
turbine est un e´le´ment qui est parfois utilise´ pour produire une atomisation par centri-
fugation. L’un des plus connus est sans doute le syste`me ’slinger’ (fronde) de´veloppe´ par
Turbome´ca. Le syste`me est simple, peu couˆteux et produit une bonne atomisation meˆme
a` faible rotation. Le mouvement continuel atte´nue le de´poˆt de suie et donc l’encrassage.
Par contre, l’atomisation de´pend fortement de l’usinage des trous et de la vitesse de rota-
tion de l’arbre, ce qui engendre des difficulte´s d’uniformisation du spray. De plus, pour des
raisons d’agencement des pie`ces, le fluide doit parcourir une longueur plus importante que
dans un atomiseur fixe ce qui augmente d’autant le temps de re´ponse au de´marrage et pose
proble`me notamment pour le re´allumage en altitude. Enfin, le refroidissement du tube est
e´galement un e´le´ment critique si on ne veut pas vaporiser le fuel dans l’arbre.
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Fuel
Fig. 1.2 – Atomiseur rotatif
Les atomiseurs rotatifs sont e´galement tre`s re´pandus dans le domaine agricole pour l’e´pan-
dage d’engrais ou de de´sherbants par exemple. Les gouttes obtenues sont ge´ne´ralement
polydisperses (Fig. 1.3 a). Un atomiseur brevete´ en 2004 [79] met en avant l’utilisation
d’un syste`me pie´zoe´lectrique pour ge´ne´rer des instabilite´s controˆle´es au niveau des fila-
ments liquides qui s’e´chappent des trous. Ce proce´de´ permet d’obtenir une atomisation
quasi-monodisperse mais surtout homoge`ne (Fig. 1.3 b) ce qui maximise l’efficacite´ des
produits e´pandus.
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Fig. 1.3 – Atomiseur rotatif pie´zoe´lectrique
(a) sans controˆle acoustique (b) avec controˆle acoustique
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1.2 Atomisation
1.2.1 Causes et description du phe´nome`ne d’atomisation
L’atomisation est un phe´nome`ne transitoire qui fait passer un liquide d’un e´tat continu a` un
e´tat disperse´.
Ce passage est une re´organisation du fluide vers un e´tat plus stable dans lequel les perturbations
exte´rieures a` l’origine de l’atomisation ne ge´ne`rent plus d’instabilite´s amplifie´es.
Les premie`res e´tudes de ’veines liquides’ que l’on appellerait aujourd’hui ’jet liquides’ datent de
1833 et sont dues a` Savart [63]. Il remarque la transformation du jet cylindrique en gouttes a`
une certaine distance de l’orifice, distance d’autant plus courte que les perturbations acoustiques
de son violon vibrent a` l’unisson avec la fre´quence propre du phe´nome`ne.
L’origine physique de cette instabilite´ capillaire re´side dans la minimisation de l’e´nergie de
surface (travail de la tension de surface inte´gre´e sur l’aire du volume ferme´). En effet, pour un
volume de fluide compact donne´, la forme qui minimise la surface est la sphe`re et non le cylindre
initialement impose´ par le jet, d’ou` la transition du jet en gouttes. Cet argument e´nerge´tique
est duˆ au physicien belge Plateau qui le propose en 1873 [50].
L’e´tude plus fine de l’instabilite´ et de sa propagation sera faite par Lord Rayleigh en 1879 [56].
Il expose qu’il existe une longueur d’onde optimale λopt = 4.51D avec D diame`tre du tube, qui,
lorsqu’elle correspond aux perturbations les plus rapidement amplifie´es, conduit a` la formation
de gouttes dont le diame`tre vaut 1.89D.
En 1931, Weber[76] de´finit un nombre caracte´ristique du phe´nome`ne, We, de´fini de la fac¸on
suivante :
We =
ρ1V
2
r D
σ
(1.1)
avec ρ1 densite´ de l’air, Vr diffe´rentiel de vitesse entre l’air et le jet et σ tension de surface du
liquide injecte´. L’indice 1 de´signe la phase gazeuse.
Ce nombre compare les forces ae´rodynamiques d’arrachement (ρ1V 2r ) aux efforts surfaciques
(σ/D). Il est souvent utilise´ en mode´lisation pour de´finir une valeur seuil au dela` de laquelle
l’atomisation se produit. Weber ge´ne´ralise e´galement la the´orie de Rayleigh pour prendre en
compte les effets de la viscosite´ du liquide dans l’expression de la longueur d’onde optimale :
λopt = 4.44D(1 + 3On)0.5 (1.2)
avec On, nombre d’Ohnesorge, de´fini selon
On =
µ2√
ρ2σD
(1.3)
avec µ2 viscosite´ dynamique et ρ2 masse volumique du liquide. L’indice 2 caracte´rise la phase li-
quide. On quantifie le rapport entre les effets visqueux au sein du liquide et la tension surfacique.
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Ces premie`res e´tudes ont permis de formaliser la compre´hension et la description de l’in-
stabilite´ intrinse`que d’un e´coulement issu d’une conduite cylindrique, instabilite´ a` laquelle est
aujourd’hui donne´ le nom d’instabilite´ de Savart-Plateau-Rayleigh.
C’est pre´cise´ment cette instabilite´ que l’on trouve au passage de la buse d’un atomiseur et qui
initie le phe´nome`ne d’atomisation.
L’atomisation peut eˆtre de´crite de fac¸on ge´ne´rique en trois phases :
1. Des efforts exte´rieurs (interactions fluide-structure, traˆıne´e, acoustique...) engendrent des
instabilite´s dans un e´coulement diphasique laminaire.
2. Ces instabilite´s sont amplifie´es et la minimisation de l’e´nergie de surface engendre les
premie`res ruptures (d’une nappe en filaments puis en gouttelettes ou d’un filament di-
rectement en gouttelettes cf Fig. 1.4 partie gauche). Ce processus est appele´ atomisation
primaire .
3. Les gouttes les plus volumineuses issues de l’atomisation primaire peuvent eˆtre instables
si leur We est assez grand (de l’ordre de 8/Cd avec Cd coefficient de traˆıne´e de la goutte)
et ainsi cre´er de nouvelles gouttes plus petites (Fig. 1.4 partie droite). Ce processus est
appele´ atomisation secondaire.
Filaments
Gouttes
instables
Satellites
Atomisation primaire Atomisation secondaire
Fig. 1.4 – Illustration des atomisations primaire et secondaire
Cre´dit : photo personnelle
Le processus d’atomisation est un phe´nome`ne diphasique chaotique (un e´cart tre`s faible des
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conditions initiales conduit a` des re´sultats tre`s diffe´rents) qui de´coule d’une succession de petites
perturbations plus ou moins amplifie´es. En ce sens, on peut le rapprocher de la transition a`
la turbulence dans un e´coulement monophasique et cela explique peut-eˆtre la difficulte´ de sa
mode´lisation.
1.2.2 Atomisation primaire
Le processus d’atomisation primaire est en quelques sorte une ’introduction’ dans laquelle
les instabilite´s de l’e´coulement de grande longueur d’onde produisent de nombreuses structures
cohe´rentes de grande e´chelle (de l’ordre du diame`tre du jet). Une photographie de Marmottant
[36] permet de visualiser la transition avec l’apparition des premiers filaments au bout desquels se
forment de´ja` les premie`res gouttelettes (Fig. 1.5). On remarque des syme´tries encore nombreuses,
puisqu’on peut quasiment trouver huit plans de syme´trie dans cet e´coulement, et la structure
est majoritairement compacte.
Fig. 1.5 – Atomisation primaire, Marmottant [36]
1.2.3 Atomisation secondaire
Lors de l’atomisation secondaire, au contraire de l’exemple pre´ce´dent, c’est l’aspect disperse´
qui domine. Les instabilite´s sont cette fois dues aux interactions avec le gaz (turbulent ou non)
et couvrent de nombreuses longueurs d’onde. De`s We ∼ 1, on peut noter l’apparition de de´for-
mations importantes si l’e´coulement gazeux est turbulent.
Les illustrations 1.6 a` 1.11 sont tire´es de Samenfink [62].
• Dans le cas laminaire ide´al, deux gouttes se se´parent de fac¸on syme´trique en produisant
au centre un satellite. Mais ce satellite produit e´galement un autre satellite plus petit avec
chacune des gouttes me`res. Et chaque satellite ge´ne`re a` son tour deux autres satellites de
plus en plus petits, et ainsi de suite (Fig. 1.6). Le phe´nome`ne s’arreˆte rapidement, les effets
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de tension de surface devenant de plus en plus importants devant les effets inertiels lorsque
la taille de´croˆıt (1.1).
De`s que le gaz est un tant soit peu turbulent, ce type d’atomisation laisse la place a` des
phe´nome`nes beaucoup moins simples et surtout non-binaires.
Fig. 1.6 – Atomisation simple, Samenfink [62]
• PourWe ∼ 10, la goutte est souﬄe´e comme un ballon de baudruche autour d’une structure
toro¨ıdale caracte´ristique (Fig. 1.7). Puis, la pellicule liquide devient trop mince et se rompt
tre`s rapidement en de nombreux filaments qui de´ge´ne`rent a` leur tour en gouttelettes de
tailles varie´es.
• Pour We ∼ 20, la goutte est e´galement souﬄe´e mais produit plusieurs ’demi-ballons’ de
taille diverses autour d’une colonne liquide centrale qui donne au tout une forme de para-
pluie (Fig. 1.8). Les gouttes provenant du film sont plus petites que pour le cas pre´ce´dent
mais les gouttes issues de la colonne centrale sont plus volumineuses.
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CFD Analysis of Fuel Atomization, Secondary Droplet Breakup and Spray Dispersion in
the Premix Duct of a LPP Combustor
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Abstract
The two phase flow in the premix duct of a LPP combustor is computed using a Lagrangian droplet tracking method.
To reproduce the characteristic spray structure of an air-assisted pressure-swirl atomizer, a sheet spray model is de-
rived from measured sheet parameters and combined with an advanced concept for modeling secondary atomization
effects. The sheet spray model is used for the discretization of the initial sheet fragmentation, whereas modeling of
droplet deformation and breakup during trajectory integration accounts for air-blast effects on size distribution and
dispersion of the spray. Droplet drag increase due to subcritical deformation is approximated by a semi-empirical
correlation. Breakup modeling addresses the three distinct mechanisms bag, multimode and shear breakup which are
typically encountered in fuel-air mixing processes of combustion engines. The models include mechanism-dependent
deformation and breakup times, correlations for drag increase as well as size and velocity distribution functions of
droplet fragments. Results of the simulation are compared to Phase Doppler measurements of the spray providing
local distributions of droplet sizes, velocities and size-dependent liquid volume flux.
Introduction
Improvingmodern gas turbine efficiencies by increas-
ing the pressure level of the combustion process requires
sophisticated combustion concepts in order to meet in-
creasingly stringent limitations on pollutant emissions in
the future. Fundamental to advanced combustor designs
are characteristic strategies to inject the liquid fuel and
to mix it with the flow of compressed air, avoiding local
stochiometric reaction conditions as far as possible.
In order to develop fuel preparation systems with well
defined mixing characteristics, a profound knowledge of
two phase flow physics is of basic importance. Visual-
izations of typical atomization processes and secondary
effects employed in combustion engines are illustrated
in Fig. 1. From left to right these are pressure-swirl
Figure 1: Two phase flows in combustion engines
atomization [7] and air-blast atomization [10], intake
manifold injection featuring secondary atomization due
to high relative velocities [9], spray-wall interaction [9]
and wall film flow. Although Computational Fluid Dy-
namics (CFD) has established a position as an effective
analysis tool for many engineering flow applications, two
phase flows in combustors still represent one of the most
challenging objectives for numerical simulation.
∗Corresponding author. Email: Roland.Schmehl@its.uni-karlsruhe.de
Due to the complexity of the atomization process and
the absence of practicable approaches for modeling gen-
eral liquid atomization, detailed droplet data is required
as a starting point for the numerical simulation. Since
the spray depends not only on the flow configuration but
also on a variety of operating parameters such as fuel
and air flow rates, pressures or temperatures, droplet size
and velocity correlations of a specific atomizer often can
not be applied in complex combustor designs. In many
cases, spray measurements on large scale combustor test
rigs are the only mean to provide initial spray data of
sufficient quality for the numerical simulation. In addi-
tion, turbulent spray dispersion, multicomponent droplet
evaporation or secondary spray effects as illustrated in
Fig. 2 and Fig. 3 can be highly complex on a small
Figure 2: Droplet deformation and bag breakup [14]
Figure 3: Droplet impact and splashing on wall [14]
scale which has to be taken into account by advanced
physical models.
With respect to droplet deformation and breakup by
aerodynamic forces, several modeling approaches have
been proposed for the use in spray simulations. Focus-
ing on direct injection engines, one concept is based on a
simplified internal flow model of the droplet describing
Fig. 1.7 – Atomisation en ’sac’, Samenfink [62]
Discretization of the spray
It is a fundamental conceptual constraint of the La-
grangian method that the liquid phase, from the point it
enters the computational domain has to be represented
by individual droplets. In the sheet spray model out-
lined in Fig. 6, only the initial fragmentation of the liq-
uid sheet is taken into account for the specification of
droplet initial data at the nozzle. Consequently, droplet
air
air
vs
!s
hs
Figure 6: Sheet spray model
velocities are sampled from distributions based on the
geometric and kinematic parameters βs and vs, whereas
the mean fragment size is estimated from the mean sheet
thickness h¯s. Further breakup of liquid fragments by the
air blast from the inner coaxial duct is taken into account
by modeling secondary breakup during the numerical in-
tegration of the trajectories. In this way, the mist of fine
droplets visualized in outer regions of the spray can be
reproduced by secondary atomization of large droplets
which are able to penetrate t e massively contracting air
blast. A similar computational approach was applied for
the simulation of a hollow cone spray used in direct in-
jection engines [2].
In the present spray computation, good agreement
with measured spray data is achieved when droplet ini-
tial conditions are stochastically sampled according to
the distribution functions give in Fig. 7. Droplet izes
are sampled in 10 classes discretizing a Rosin-Rammler
volume distribution centered about the mean sheet thick-
ness h¯s. To reproduce the fin spray in the center region
of the duc , the variance σβ of the injection ngle β is
incre sed for the smaller size classes.
Deformation and br akup regimes
Deformation and breakup of a liquid droplet by aero-
dynamic forces can be classified by two dimensionless
numbers
We =
ρg u2rel D
σd
and On =
µd√
ρd D σd
. (1)
Exposing a droplet to a gas flow of increasing veloc-
ity, significant deformation starts at Weber numbers of
unity [3]. Above a certain value the deformation leads to
droplet breakup. Depending on the intensity of the aero-
dynamic forces, three distinct mechanisms are observed.
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Figure 7: Discretization of droplet initial conditions
The critical Weber number Wec defines the onset
of bag breakup, which is illustrated in Fig. 2 by vi-
sualizations of a water droplet at We=10. The mech-
anism is characterized by the formation of a bag-like
fluid film which expands from a toroidal rim. For higher
Weber numbers, a fluid column remains in the center
of an umbrella-like film structure. Denoted as multi-
mode breakup, this mechanism is illustrated in Fig. 8
for We=20. Further increase of the gas velocity leads to
Figure 8: Multimode breakup [14]
a transitional breakup regime followed by shear breakup
where a liquid film is stripped off the rim of a disc shaped
droplet. This mechanism is illustrated by the sequence
given in Fig. 9 for We=70.
Figure 9: Shear breakup [14]
The breakup regimes derived from various experi-
mental studies are summarized in Fig. 10 together with
Fig. 1.8 – Atomisation multimode, Samenfink [62]
• Pour We & 50, il n’y a plus de structure en ’demi-ballon’. La goutte initiale est e´crase´e en
un disque des bords duquel sont arrache´es une multitude de gouttes (Fig. 1.9) beaucoup
plus petites que dans les cas pre´ce´dents.
Discretization of the spray
It is a fundamental conceptual constraint of the La-
grangian method that the liquid phase, from the point it
enters the computational domain has to be represented
by individual droplets. In the sheet spray model out-
lined in Fig. 6, only the initial fragmentation of the liq-
uid sheet is taken into account for the specification of
droplet initial data at the nozzle. Consequently, droplet
air
air
vs
!s
hs
Figure 6: Sheet spray model
velocities are sampled from distributions based on the
geometric and kinematic parameters βs and vs, whereas
the mean fragment size is estimated from the mean sheet
thickness h¯s. Further breakup of liquid fragments by the
air blast from the inner coaxial duct is taken into account
by modeling secondary breakup during the numerical in-
tegration of the trajectories. In this way, the mist of fine
droplets visualized in outer regions of the spray can be
reproduced by secondary atomization of large droplets
which are able to penetrate the massively contracting air
blast. A similar computational approach was applied for
the simulation of a hollow cone spray used in direct in-
jection engines [2].
In the present spray computation, good agreement
with measured spray data is achieved when droplet ini-
tial conditions are stochastically sampled according to
the distribution functions given in Fig. 7. Droplet sizes
are sampled in 10 classes discretizing a Rosin-Rammler
volume distribution centered about the mean sheet thick-
ness h¯s. To reproduce the fine spray in the center region
of the duct, the variance σβ of the injection angle β is
increased for the smaller size classes.
Deformation and breakup regimes
Deformation and breakup of a liquid droplet by aero-
dynamic forces can be classified by two dimensionless
numbers
We =
ρg u2rel D
σd
and On =
µd√
ρd D σd
. (1)
Exposing a droplet to a gas flow of increasing veloc-
ity, significant deformation starts at Weber numbers of
unity [3]. Above a certain value the deformation leads to
droplet breakup. Depending on the intensity of the aero-
dynamic forces, three distinct mechanisms are observed.
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Figure 7: Discretization of droplet initial conditions
The critical Weber number Wec defines the onset
of bag breakup, which is illustrated in Fig. 2 by vi-
sualizations of a water droplet at We=10. The mech-
anism is characterized by the formation of a bag-like
fluid film which expands from a toroidal rim. For higher
Weber numbers, a fluid column remains in the center
of an umbrella-like film structure. Denoted as multi-
mode breakup, this mechanism is illustrated in Fig. 8
for We=20. Further increase of the gas velocity leads to
Figure 8: Multimode breakup [14]
a transitional breakup regime followed by shear breakup
where a liquid film is stripped off the rim of a disc shaped
droplet. This mecha ism is illustrat by the sequen e
given in Fig. 9 for We=70.
Figure 9: Shear breakup [14]
The breakup regimes derived from various experi-
mental studies are summarized in Fig. 10 together with
Fig. 1.9 – Atomisation par cisaillement, Samenfink [62]
• Schmehl [66] propose un classement des diffe´rents modes d’atomisation secondaires en
fonction du We et du On (Fig. 1.10), en exprimant les limites sous forme de corre´lations.
’Shear Breakup’ correspond a` l’atomisation par cisaillement, ’Multimode Breakup’ a` l’ato-
misation multimode, ’Bag Breakup’ a` l’atomisation en forme de ballon et ’Deformation’
aux de´formations observe´es a` faible We. On remarque qu’a` fort On (gouttes tre`s petites
par exemple), quel que soit le We, il n’y a plus d’atomisation.
• Dans les moteurs automobiles et les turbines a` gaz, on rencontre e´galement parfois un phe´-
nome`ne d’atomisation duˆ a` une interaction avec la paroi, l’atomisation par e´claboussement
ou choc. La goutte en impactant une surface dure produit un film cylindrique parcouru
par des instabilite´s de Savart-Plateau-Rayleigh, qui prend la forme d’une couronne avant
de de´ge´ne´rer en gouttelettes (Fig. 1.11).
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Fig. 1.10 – Re´gimes d’atomisation d’une goutte [66]
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Abstract
The two phase flow in the premix duct of a LPP combustor is computed using a Lagrangian droplet tracking method.
To reproduce the characteristic spray structure of an air-assisted pressure-swirl atomizer, a sheet spray model is de-
rived from measured sheet parameters and combined with an advanced concept for modeling secondary atomization
effects. The sheet spray model is used for the discretization of the initial sheet fragmentation, whereas modeling of
droplet deformation and breakup during trajectory integration accounts for air-blast effects on size distribution and
dispersion of the spray. Droplet drag increase due to subcritical deformation is approximated by a semi-empirical
correlation. Breakup modeling addresses the three distinct mechanisms bag, multimode and shear breakup which are
typically encountered in fuel-air mixing processes of combustion engines. The models include mechanism-dependent
deformation and breakup times, correlations for drag increase as well as size and velocity distribution functions of
droplet fragments. Results of the simulation are compared to Phase Doppler measurements of the spray providing
local distributions of droplet sizes, velocities and size-dependent liquid volume flux.
Introduction
Improvingmodern gas turbine efficiencies by increas-
ing the pressure level of the combustion process requires
sophisticated combustion concepts in order to meet in-
creasingly stringent limitations on pollutant emissions in
the future. Fundamental to advanced combustor designs
are characteristic strategies to inject the liquid fuel and
to mix it with the flow of compressed air, avoiding local
stochiometric reaction conditions as far as possible.
In order to develop fuel preparation systems with well
defined mixing characteristics, a profound knowledge of
two phase flow physics is of basic importance. Visual-
izations of typical atomization processes and secondary
effects employed in combustion engines are illustrated
in Fig. 1. From left to right these are pressure-swirl
Figure 1: Two phase flows in combustion engines
atomization [7] and air-blast atomization [10], intake
manifold injection featuring secondary atomization due
to high relative velocities [9], spray-wall interaction [9]
and wall film flow. Although Computational Fluid Dy-
namics (CFD) has established a position as an effective
analysis tool for many engineering flow applications, two
phase flows in combustors still represent one of the most
challenging objectives for numerical simulation.
∗Corresponding author. Email: Roland.Schmehl@its.uni-karlsruhe.de
Due to the complexity of the atomization process and
the absence of practicable approaches for modeling gen-
eral liquid atomization, detailed droplet data is required
as a starting point for the numerical simulation. Since
the spray depends not only on the flow configuration but
also on a variety of operating parameters such as fuel
and air flow rates, pressures or temperatures, droplet size
and velocity correlations of a specific atomizer often can
not be applied in complex combustor designs. In many
cases, spray measurements on large scale combustor test
rigs are the only mea to provide initial spray data of
sufficient quality for the numerical simulation. In addi-
tion, turbulent spray dispersion, multicomponent droplet
evaporation or secondary spray effects as illustrated in
Fig. 2 and Fig. 3 can be highly complex on a small
Figure 2: Droplet deformation and bag breakup [14]
Figure 3: Droplet impact and splashing on wall [14]
scale which has to be taken into account by advanced
physical models.
With respect to droplet deformation and breakup by
aerodynamic forces, several modeling approaches have
been proposed for the use in spray simulations. Focus-
ing on direct injection engines, one concept is based on a
simplified internal flow model of the droplet describing
Fig. 1.11 – Atomisation par e´claboussement, Samenfink [62]
21
Chapitre 1 : Ecoulements diphasiques dans les turbines industrielles
1.2.4 Caracte`re polydisperse des sprays
Les sprays produit par les injecteurs classiques (cf section 1.1, atomiseurs pressurise´s) sont
naturellement polydisperses malgre´ les efforts produits pour en resserrer la variance.
La Fig. 1.12 qui montre la fonction de densite´ de probabilite´ de diame`tre pour diffe´rentes pres-
sions dans l’atomiseur permet de constater que les sprays sont polydisperses pour toute pression
d’injection.
!P"
Fig. 1.12 – Fonction de densite´ de probabilite´ de taille de goutte selon la pression d’injection,
Lefebvre [31]
On remarque de plus que, plus la pression d’injection est faible, plus le diame`tre moyen
obtenu est important et surtout plus la variance est e´leve´e. On observe ici un rapport 5 entre
les variances pour un rapport de pression de 10.
Cette polydispersion engendre une re´partition diffe´rente de carburant par rapport a` l’injecteur
ide´al qui serait par de´finition monodisperse. Il est donc crucial pour le dimensionnement des
turbines a` gaz de pouvoir e´valuer la dispersion diffe´rencie´e du carburant en fonction de la taille
des gouttes. De plus, les diffe´rences de diame`tre moyen et de variance de diame`tre entre le re´gime
transitoire et le re´gime e´tabli de l’injecteur impliquent des trajectoires de particules diffe´rentes
entre ces deux re´gimes. Ainsi, les zones riches ou` l’on cherchera a` produire l’allumage et le
positionnement des zones de pre´sence du carburant e´vapore´ qui stabilisent la flamme sont tre`s
de´pendantes des caracte´ristiques polydisperses de l’injecteur.
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Chapitre 2
Approches de la mode´lisation des
e´coulements diphasiques
Un syste`me diphasique est un syste`me constitue´ de deux phases distinctes. Les e´coulements
diphasiques peuvent eˆtre subdivise´s en fonction de la topologie des deux phases. On peut citer par
exemple les e´coulements a` surface libre qui pre´sentent deux phases compactes, les e´coulements
dans les milieux poreux constitue´s de deux phases continues mais tre`s entremeˆle´es au niveau
macroscopique et e´galement les e´coulements fluide-particules. Un e´coulement fluide-particules
est constitue´ d’une premie`re phase fluide et d’une autre phase qui peut eˆtre soit un solide, soit
un fluide non-miscible avec le premier. Il faut en plus que la deuxie`me phase (solide ou fluide
non-miscible) soit constitue´e de plusieurs volumes compacts distincts, ou ’particules’. Elle est
alors de´crite comme e´tant la phase ’disperse´e’, la phase ’continue’ e´tant le fluide porteur. Les
e´le´ments disperses peuvent eˆtre des gouttes, des bulles ou des inclusions solides.
Ce type d’e´coulements se rencontre dans de nombreux syste`mes industriels :
– les ae´rosols (agricoles, domestiques, me´dicaux, re´frige´rants...).
– les sprays de traitement de surface par projection plasma.
– les pre´cipite´s de synthe`se de nanoparticules.
– les sprays de combustion de particules solides (lits fluidise´s de charbon, moteur fuse´e...).
– les sprays de combustion de gouttelettes de carburant (moteur automobile, re´acteur ae´ro-
nautique, turbine a` gas...).
Dans tous ces syste`mes, la phase disperse´e est ge´ne´ralement conside´re´e comme constitue´e d’e´le´-
ments quasi-ponctuels dont la topologie est fixe (faibles changements de forme).
Ainsi, a` l’inverse des proble´matiques de de´ferlement ou d’impacts, on s’attache moins a` la re´solu-
tion explicite de l’interface entre les deux phases qu’a` la de´termination pre´cise du mouvement de
l’ensemble des particules. Cette priorite´ est d’autant plus grande que le nombre d’e´le´ments de la
phase disperse´e est e´leve´. Or, dans tous les exemples cite´s pre´ce´demment, on atteint rapidement
plusieurs milliers voire plusieurs millions de particules.
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Afin de de´crire ces syste`mes complexes, plusieurs approches comple´mentaires sont apparues.
Apre`s un pre´ambule sur la dynamique d’une particule sphe´rique, trois approches des e´coulements
diphasiques sont de´crites. Puis, leurs avantages et leurs limitations respectifs sont pre´sente´s.
2.1 Dynamique d’une particule sphe´rique
Les bases de la dynamique d’une particule sphe´rique plonge´e dans un fluide ont e´te´ donne´es
par Stokes en 1851 [71]. De nombreuses ame´liorations ont ensuite e´te´ propose´es pour prendre en
compte les effets de masse ajoute´e et d’histoire [4 ; 6], de turbulence du fluide porteur [64], des
efforts exerce´s par le fluide porteur en l’absence de la particule [73] (appele´s aussi efforts dus au
gradient de pression fluide), d’acce´le´ration de la particule [47] et d’e´coulement non uniforme du
fluide porteur [38].
Dans le cas ge´ne´ral, les coordonne´e, la vitesse et la tempe´rature d’une particule sont avance´es
en temps selon les relations :
dXi
dt
= Vp,i (2.1)
dVp,i
dt
=
Fi
mp
(2.2)
avec i indiquant la direction, ~X la position de la particule, ~Vp sa vitesse, mp sa masse et F les
efforts exte´rieurs agissant sur la particule.
L’indice p est introduit pour de´signer une quantite´ spe´cifique a` la particule. Cette notation a
pour but d’e´tablir une distinction d’e´chelle avec l’indice 2 qui de´finit une quantite´ associe´e a` la
phase liquide (quantite´ qui peut donc eˆtre commune a` plusieurs particules ou repre´senter une
moyenne sur un ensemble de particules).
Les efforts exte´rieurs peuvent se de´composer en plusieurs termes selon :
Fi
mp
=
ρ1
ρp
Dus,i
Dt︸ ︷︷ ︸
Force de Tchen
+
(
1− ρ1
ρp
)
gi︸ ︷︷ ︸
Archime`de ge´ne´ralise´
+
3
4
ρ1
ρp
Cd
dp
‖~urel‖urel,i︸ ︷︷ ︸
Traˆıne´e line´arise´e
+
CM
2
ρ1
ρp
(
Dus,i
Dt
− dVi
dt
)
︸ ︷︷ ︸
Masse ajoute´e
+
9
dp
ρ1
ρp
√
ν1
pi
∫ t
0
Durel,i
Dt
dt
′√
t− t′︸ ︷︷ ︸
Force de Basset
(2.3)
avec ~us vitesse du fluide ’vue’ par la particule, ~urel = ~us − ~V vitesse relative entre le fluide et la
particule, Cd respectivement coefficients de traˆıne´e et de masse ajoute´e, ρ1 masse volumique du
fluide, ρp masse volumique de la particule, dp diame`tre de la particule et ν1 viscosite´ cine´tique
du fluide.
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La vitesse ~us repre´sente la vitesse produisant un effet de traˆıne´e prenant en compte la structure
locale de l’e´coulement gazeux autour de la particule. Dans un soucis de simplicite´, cette vitesse
peut eˆtre e´gale a` ~u1 mais, la plupart du temps, une mode´lisation plus comple`te est utilise´e.
Parmi les diffe´rentes forces agissant sur la particule, la force de Tchen permet de tenir compte
de l’acce´le´ration de la particule par rapport au fluide porteur, la force d’Archime`de ge´ne´ralise´e
inclut les effets gravitationnels et la force d’Archime`de classique, la traˆıne´e line´arise´e est un mo-
de`le de la re´sultante des forces de traˆıne´e sur une sphe`re plonge´e dans un fluide, la masse ajoute´e
tient compte des effets inertiels dus a` une mince couche de fluide porteur qui se de´place de fac¸on
solidaire avec la particule et la force de Basset inte`gre les effets d’histoire de l’acce´le´ration de la
particule par rapport au fluide porteur.
Un nombre adimensionnel permet de distinguer les re´gimes de traˆıne´e (laminaire ou turbu-
lent), le Reynolds particulaire Rep, de´fini selon :
Rep =
ρ1|us − Vp|L
µ1
(2.4)
ou` L est une e´chelle de longueur caracte´ristique (typiquement L = dp).
A bas Rep, Cd peut se mettre sous la forme :
Cd =
24
Rep
(2.5)
mais une corre´lation empirique due aux travaux de Schiller & Nauman [64] permet d’e´tendre
une expression de Cd jusqu’a` Rep ∼ 1000 :
Cd =
24
Rep
(
1 + 0.15Re0.687p
)
(2.6)
Cette corre´lation est compare´e aux mesures de Roos & Willmarth [59] a` la Fig.2.1.
Le parame`tre adimensionnel qui caracte´rise l’effet de relaxation de la traˆıne´e par rapport au
temps caracte´ristique de l’e´coulement est le nombre de Stokes ’St’ de´fini par :
St =
τdrag
τconv
(2.7)
avec τdrag temps de relaxation des particules utilisant la correction turbulente de Tchen [73] et
τconv temps caracte´ristique de la convection des particules.
τdrag =
(
1 + 0.15Re0.687p
)
τp (2.8)
τconv =
L
Vp
(2.9)
τp =
ρpd
2
p
18µ1
(2.10)
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Figure 1.1: Empirical correlation for the drag coefficient of Schiller & Naumann [87] and the
experimental results of Roos & Willmarth [83].
asymmetric, then unsteady, destabilizes and finally becomes turbulent. With increasing
particle Reynolds number the drag coefficient Cd becomes smaller up to a critical particle
Reynolds number of 3.7∗105 where the boundary layer around the inclusion becomes turbu-
lent. Up to the critical particle Reynolds number the drag coefficient can be approximated
by the empirical correlation credited to Schiller and Naumann [87]:
Cd =
24
Red
(
1 + 0.15 Re0.687d
)
(1.7)
This empirical correlation is shown in Fig. 1.1 and compared to experimental results for
the drag coefficient measured by Roos and Willmarth [83].
1.1.2 Forces related to acceleration
When the inclusion has a changing relative velocity additional forces on the inclusion occur.
One of them is related to the fluid viscosity and is called Basset or history force. It can be
easily explained by the Fourier problem related to kinematic viscosity of the velocity field
over a flat plane positioned at y = 0. The initially non-moving plane is supposed to attain
suddenly the constant velocity V .
∂
∂t
u = ν
∂
∂xj
∂
∂xj
u

u(t, 0) = V
u(t,∞) = 0
u(0, y) = 0
(1.8)
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Fig. 2.1 – Corre´lation empirique de Schiller & Nauman [64] compare´e aux mesures de Roos &
Willmarth [59]
Le nombre de Stokes donne une indication sur la facilite´ avec laquelle les particules vont suivre
l’e´coulement gazeux. Pour de faibles Stokes (St  1), la particule se comporte comme un tra-
ceur de l’e´coulement gazeux [21]. Pour de tre`s forts Stokes (St 1), la particule se co porte de
fac¸on inertielle avec une vitesse quasi-e´gale a` sa vitesse d’injection et pour des Stokes de l’ordre
de 1, on observe des de´placements “quasi-browniens” (cf chapitre 4), c’est-a`-dire semblant ale´a-
toires, mais en fait de´pendant de l’histoire de la particule. Les effets de se´gre´gation maximale se
produisent pour des Stokes de l’ordre de 1 ([75 ; 21]).
Selon le Stokes et selon la fraction volumique de particules α2, la Fig. 2.2 pre´sente l’influence
du couplage avec la turbulence du fluide porteur et des particules entre elles [15]. Selon leur
charge, les particules peuvent avoir un effet producteur ou dissipateur de la turbulence.
La premie`re me´thode de descr ption des e´coulements diphasiques et la plus naturelle e´ga-
lement est la me´thode lagrangienne qui consiste a` reprendre les e´quations pre´sente´es ci-dessus
pour suivre le mouvement de chaque particule.
2.2 Me´thodes lagrangiennes
2.2.1 Calcul lagrangien ’direct’
Originellement de´veloppe´e comme alternative pour l’e´tude de la turbulence a` l’aide de par-
ticules de fluide [46], la me´thode de suivi Lagrangien a tout d’abord e´te´ utilise´e en me´te´orolo-
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2.2 Me´thodes lagrangiennes
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Fig. 2.2 – Influence des particules sur la turbulence du fluide porteur [15]
gie [30] avant de devenir un outil pour l’e´tude d’e´coulements turbulents charge´s en particules
[2][16][80][82][90].
La description Lagrangienne s’inte´resse au mouvement du centre de gravite´ de chaque particule
dont la position et la vitesse sont calcule´es en inte´grant l’e´quation de quantite´ de mouvement
(2.2).
Pour des particules lourdes (ρp  ρ1), la traˆıne´e et les forces de gravite´ sont pre´ponde´rantes et
les coordonne´es, la vitesse et la tempe´rature d’une particule indice´e (k) sont alors avance´es en
temps selon les relations :
dX
(k)
i
dt
= V (k)p,i (2.11)
dV
(k)
p,i
dt
=
us,i − V (k)i
τ (k)p
(2.12)
dT (k)p
dt
=
Q(k)
m(k)p C
(k)
p
(2.13)
avec ~X(k) la position de la particule, ~V (k)p sa vitesse, m
(k)
p sa masse, F
(k)
i les efforts exte´rieurs
agissant sur la particule, C(k)p sa chaleur spe´cifique a` pression constante et Q(k) le taux de trans-
fert de chaleur (qui ne peut se mettre sous cette forme que sous l’hypothe`se de variations de
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tempe´rature rapides a` l’inte´rieur de la particule).
τ
(k)
p repre´sente le temps caracte´ristique de traˆıne´e de Stokes de´fini a` l’Eq. (2.10).
Comme introduit pre´ce´demment, la vitesse ’vue’ par la particule note´e ~us qui repre´sente en
lagrangien la vitesse du fluide mesure´e le long de la trajectoire de la particule est a` diffe´rencier
de la vitesse Eule´rienne du fluide ~u1 de´finie en tout point car ~us est cense´e prendre en compte
l’influence de l’e´coulement autour de la particule pour le calcul de la traˆıne´e.
L’e´valuation de cette vitesse est tre`s importante dans la mesure ou` la vitesse du fluide est habi-
tuellement re´solue sur un maillage fixe alors que la trajectoire de chaque particule est inte´gre´e
en temps et en espace. De plus, pour e´valuer cette vitesse, deux ope´rations sont ne´cessaires.
Tout d’abord, il s’agit de repe´rer dans quelle cellule se situe la particule et ensuite d’interpoler
le champ fluide pour calculer ~us. Une interpolation est en fait ne´cessaire pour l’e´valuation de
tous les termes sources dus au fluide sur la particule (traˆıne´e, chaleur...) et pour la distribution
aux noeuds des termes sources dus a` la particule (couplage inverse, e´vaporation...).
Si l’on veut e´viter de diffuser fortement lors de l’interpolation, la me´thode devient vite couˆteuse
en termes de calcul bien que son efficacite´ conditionne grandement le comportement dynamique
des particules [78].
Dans une simulation Lagrangienne, une particule est cense´e repre´senter une re´alisation de la
phase disperse´e. On effectue un certain nombre de pre´visions e´quiprobables (en injectant plu-
sieurs particules avec des conditions initiales le´ge`rement diffe´rentes sur un meˆme champ de
turbulence fluide par exemple), puis on calcule les moyennes statistiques de l’e´coulement et leurs
moments a` partir de moyennes d’ensemble sur les particules. Comme pour toute me´thode de
type Monte-Carlo [33] [28], il est ne´cessaire d’obtenir un grand nombre de re´alisations, et donc de
simuler un grand nombre de particules, afin obtenir des grandeurs statistiquement significatives
[78].
En pratique, le nombre de particules est souvent tellement e´leve´ qu’il n’est pas possible de suivre
chaque particule. Un groupe de particules physiques (une dizaine a` quelques centaines) est alors
repre´sente´ par une particule dite ’nume´rique’ afin d’alle´ger la re´solution. On n’est donc plus
dans un mode de calcul exact du mouvement. Ainsi, plus la particule nume´rique ’contient’ de
particules physiques, moins l’interpre´tation du de´placement de cette particule est imme´diate et
moins les grandeurs du proble`me sont simule´es de fac¸on satisfaisante [14].
2.2.2 Calcul lagrangien stochastique
Une des variables les plus conditionnantes pour le calcul de la trajectoire d’une particule est
la vitesse ’vue’ ~us, et notamment la prise en compte du caracte`re turbulent du champ fluide lors
de l’interpolation de cette vitesse. Afin de mieux refle´ter le caracte`re ale´atoire de la turbulence
dans l’influence de la traˆıne´e, une composante statistique est introduite dans la de´finition de us.
Classiquement, cette vitesse est calcule´e selon un processus d’e´volution de Markov-Wiener [77 ;
23] (ce processus permet d’e´valuer la probabilite´ d’un e´ve´nement a` un instant donne´ connaissant
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sa probabilite´ a` l’instant pre´ce´dent) et l’e´quation (2.12) s’e´crit alors selon le mode`le de Langevin :
dX
(k)
i
dt
= V (k)p,i (2.14)
dV
(k)
p,i
dt
=
us,i − V (k)p,i
τ (k)p
(2.15)
dus,i
dt
= As,i +Bs,ij
∂Wi
∂t
(2.16)
avec W incre´ment infinite´simal du processus de Markov-Wiener, et A et B fonctions de´termi-
nistes de´finies par le mode`le. A est appele´ vecteur de glissement et B matrice de diffusion.
Il existe de nombreux mode`les pourA etB [39]. Pour exemple, on peut donner le mode`le propose´
par Tchen [25] pour une turbulence localement homoge`ne isotrope :
As,i = −us,i
T ∗L
(2.17)
Bs,ij =
√
2
< u2s,i >t
T ∗L
(2.18)
avec < u2s,i >t=< V
(k)
p,i
2
>t
(
1 +
τ (k)p
T ∗L
)
, <>t ope´rateur de moyenne temporelle et T ∗L temps
caracte´ristique Lagrangien. Des mode`les plus affine´s permettent de prendre en compte les effets
turbulents sur la vitesse vue par la particule [87] par utilisation de PDF pre´sume´es, me´thodes
qui pre´sentent du coup plusieurs points communs avec l’approche Eule´rienne.
2.3 Calcul semi-Lagrangien/semi-Eule´rien
Introduite en me´te´orologie par Robert [58], cette approche se base sur un transport Lagran-
gien de particules fictives pour construire un champ Eule´rien.
A partir des donne´es du champ de vitesse a` l’e´tape temporelle discre`te indice´e N , la trajectoire
d’une particule fictive qui, selon ce champ de vitesse, aurait eu comme point d’arrive´e a` l’instant
N + 1 le noeud du maillage indice´ i est reconstitue´e (Fig. 2.3). L’ensemble des points d’origine
est appele´ ’grille Lagrangienne’.
Cette trajectoire est obtenue en conside´rant une e´quation d’e´volution Lagrangienne (du type
(2.12)) inverse c’est-a`-dire en remontant dans le temps d’ou` la de´nomination anglophone ’back-
ward’ (re´trograde).
Le point d’origine de cette trajectoire permet de connaˆıtre la valeur originelle des grandeurs
qui ont e´te´ transporte´es (masse, tempe´rature, diame`tre. . . ) et donc de construire les valeurs au
noeud i pour l’instant N +1. Cette ope´ration est re´alise´e en chaque point du maillage et permet
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Trajectoire
intégrée
indépendante
du maillage
Particule
lagrangienne
Particule fictive
Nœud i
Trajectoire
reconstituée
Maillages
cartésiens
Fig. 2.3 – Sche´ma illustrant les diffe´rences entre le Lagrangien et le semi-Lagrangien
au final d’obtenir un champ discret de grandeurs Eule´riennes.
La me´thode est dite semi-lagrangienne car le formalisme Lagrangien est utilise´ comme interme´-
diaire de calcul du transport.
Comme pour toutes les me´thodes Lagrangiennes, une ope´ration d’interpolation est ne´cessaire
pour de´terminer la valeur exacte des grandeurs transporte´es a` l’emplacement de de´part de la
particule fictive. Cette ope´ration est classiquement une interpolation polynomiale d’ordre trois
pour maximiser le rapport couˆt/pre´cision.
Cependant, une solution obtenue par interpolation n’est en ge´ne´ral pas conservative [53]. Si,
de plus, l’ope´rateur polynomial d’interpolation exce`de le degre´ 1 (interpolation non-line´aire), la
solution pre´sente des oscillations dans les re´gions de fort gradient [5].
Dans l’optique de ve´rifier la conservation de la masse, la grille Lagrangienne est alors re´organise´e
selon la me´thode dite d’interpolation en cascade [42].
La Fig. 2.4 propose une visualisation de l’interpolation en cascade sur un maillage carte´sien. Le
maillage Eule´rien est repre´sente´ par des carre´s vides () et le maillage Lagrangien est repre´sente´
par des disques pleins (•). L’ensemble des noeuds Lagrangiens est relie´ par des splines cubiques.
Les deux maillages posse`dent deux directions curvilignes principales et chaque noeud est de´fini
par l’intersection d’un couple unique de droites ou de splines.
L’intersection de ces splines avec le maillage Eule´rien signale´e par des traits obliques (/) de´finit
la premie`re e´tape d’interpolation. Puis, le long de la spline de´finie par le point Lagrangien que
l’on cherche a` interpoler et les deux points issus de la premie`re e´tape les plus proches, une in-
terpolation curviligne est re´alise´e.
Par construction, cette me´thode est inconditionnellement conservative [42].
Il existe e´galement des me´thodes semi-Lagrangiennes dites ’forward’ (progressives) ou` une
particule fictive initialement situe´e au noeud i est transporte´e jusqu’a` sa position d’arrive´e[43].
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3. Cascade interpolation
In the FSL scheme, cascade interpolation transfers values of the field from Lagrangian points to
Eulerian points, by means of 1D operations. The grid-to-grid transfer of data in the cascade cycle is
achieved via an intermediate grid system, corresponding to the intersection of Lagrangian and Eulerian grid
lines. For the present study, the intermediate grid is defined by the intersection of Lagrangian longitudes
(Hi-curves) and Eulerian latitudes. Fig. 2 displays schematically the position of the Eulerian points (open
squares) and the Lagrangian points (filled circles) over a region away from poles. The Eulerian grid lines are
marked by dashed lines and the corresponding Lagrangian longitudes are denoted as curves. Intermediate
grid points are determined by the intersections of Hi-curves with the latitudes h ¼ hj, denoted by slashes in
Fig. 2. Details of an efficient implementation of the FSL scheme in 2D Cartesian geometry are given in [17].
In this paper, we focus on the formulation of the FSL scheme in spherical geometry.
To summarize our numerical method, each Lagrangian longitude, Hi is approximated by piecewise
great-circle segments [18]. This is analogous to using piecewise straight line segments in the case of a 2D
plane [17]. In addition, theHi-curves are extended beyond the poles for interpolation in the h-direction. The
procedure for finding intermediate grid points is the same as in [18].
The cascade algorithm consists of two 1D interpolation phases, first along Hi-curves (vertical direction
in Fig. 2), followed by 1D interpolation along the latitude circles (horizontal direction). In the first phase,
the Lagrangian points are taken as nodes (see Fig. 2) and the intermediate points are target points. For the
second phase, intermediate points are the nodes and Eulerian grid points are the target points. Interpo-
lation along the Hi-curve is performed assuming the great-circle distance (arc length) along the curve is the
independent variable [18].
3.1. Cascade interpolation over the polar zones
Here, we introduce an efficient and accurate algorithm to compute the pole values. When the Eulerian
grid is uniformly spaced in the k-direction, with an even number of points, Hi-curves are extended by
adding a f w segments of the piecewise great circle along the Lagrangian longitude, corresponding to the
Eulerian longitude k ¼ ki " p. If this is not the case, then the Hi-curve may be extended by adding segments
Fig. 2. Schematic diagram illustrating Eulerian (open squares) and Lagrangian (solid circles) points over the equatorial region of a
sphere. Eulerian grid lines are denoted by dashed lines and Lagrangian longitudes (Hi-curves) and latitudes are respectively denoted by
vertical and horizontal solid curves. Intermediate grid intersections of the Lagrangian longitudes and the Eulerian latitudes are marked
by the slashes.
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Fig. 2.4 – Interpolation en cascade de la grille Eule´rienne sur la grille Lagrangienne
Les grandeurs associe´es sont ensuite redistribue´es aux noeuds voisins de la position d’arrive´e.
Cette me´thode n’est du coup plus inconditionnellement stable [43] et, surtout, ne´cessite l’utili-
sation de points de la grille Lagrangienne d’arrive´e et non pas de la grille Eule´rienne de de´part
pour effectuer la redistribution.
2.4 Me´thodes eule´riennes
La description Eule´rienne se base sur le suivi de l’ensemble des particules conside´re´es comme
un fluide continu respectant les e´quations de conservation tout comme le fluide porteur. Cette
description ne´cessite ge´ne´ralement un formalisme moins imme´diat que la me´canique des corps
ponctuels. Seules des grandeurs statistiques moyennes sont transporte´es et l’e´valuation des gran-
deurs particulaires ne´cessite le transport d’e´quations supple´mentaires ou le calcul de mode´lisa-
tions base´es sur des hypothe`ses plus ou moins restrictives.
Le syste`me Eule´rien peut s’obtenir de deux fac¸ons diffe´rentes aboutissant a` un re´sultat proche
au niveau des e´quations mais avec une diffe´rence au niveau de la de´finition des grandeurs trans-
porte´es.
2.4.1 Filtrage volumique
Cette approche semble naturelle en LES dans la mesure ou` le volume de moyenne est a` mettre
en paralle`le avec la taille du filtre.
Les e´quations des grandeurs moyennes peuvent s’obtenir a` partir des e´quations particulaires
instantane´es, d’une moyenne de Favre volumique note´e <>Ω avec Ω volume de controˆle et d’un
indice de phase note´ χΦ valant 1 dans la phase Φ et 0 sinon [11].
L’interface entre les phases est suppose´e d’e´paisseur nulle (le long d’une courbe normale a` l’in-
terface χΦ est une fonction de Heavyside).
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Pour toute quantite´ volumique gΦ, on de´finit les relations de commutation :
dχΦgΦ
dt
= χΦ
dgΦ
dt
+ gΦ(wζ,i − uΦ,i)nΦ,iδζ,Φ (2.19)
∂χΦgΦ
∂t
= χΦ
∂gΦ
∂t
+ gΦwζ,inΦ,iδζ,Φ (2.20)
∂χΦgΦ
∂xi
= χΦ
∂gΦ
∂xi
− nΦ,iδζ,Φ (2.21)
avec ζ indice d’interface, δζ,Φ = 1 a` l’interface et 0 partout ailleurs, ~nΦ la normale a` l’interface,
~wζ vitesse de l’interface et ~uΦ vitesse locale de la phase Φ.
De plus, on de´finit la moyenne massique volumique GΦ de gΦ selon :
GΦ =< gΦ >Ω=
1
Ω
∫
Ω
ρΦgΦχΦdΩ (2.22)
Pour obtenir les e´quations Euler-Euler a` partir des e´quations de transport monophasiques, la
me´thode consiste a` :
– multiplier les e´quations monophasiques par χΦ,
– utiliser les relations de commutation si ne´cessaire,
– appliquer l’ope´rateur de moyenne sur le volume de controˆle,
– mode´liser les termes non ferme´s.
Le syste`me obtenu par cette me´thode (sans explicitation des fermetures) est typiquement :
∂αΦρΦ
∂t
+
∂αΦρΦUΦ,j
∂xj
= − < ρΦ(uΦ,i − wζ,i)nΦ,iδζ,Φ >Ω (2.23)
∂αΦρΦUΦ,i
∂t
+
∂αΦρΦUΦ,jUΦ,i
∂xj
=
∂
∂xj
(αΦρΦUΦ,jUΦ,i− < χΦρΦuΦ,juΦ,i >Ω) (2.24)
+
〈
∂χΦσΦ,ij
∂xj
〉
Ω
+ < σΦ,ijnΦ,iδζ,Φ >Ω (2.25)
− < ρΦuΦ,i(uΦ,j − wζ,j)nΦ,iδζ,Φ >Ω (2.26)
avec αΦ fraction volumique de la phase Φ, σΦ,ij = −δij ∂pΦ∂xj + τΦ,ij tenseur des contraintes, pΦ
pression et τΦ,ij tenseur visqueux (de´fini de fac¸on distincte dans les deux phases).
2.4.2 Filtrage statistique
Cette me´thode de description tire ses origines de la the´orie cine´tique des gaz [7] et en par-
ticulier de l’e´tude des gaz rare´fie´s telle que pre´sente´e par Grad [24]. Une analogie d’analyse et
de description est effectue´e entre la trajectoire erratique des mole´cules d’un gaz et celle d’une
particule dans un champ turbulent.
L’utilisation de fonctions de densite´ de probabilite´ pour l’e´tude d’e´coulements monophasiques
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turbulents est connue depuis les travaux de Pope [52] et a e´te´ de´crite en de´tails pour les e´coule-
ments diphasiques en description Lagrangienne par Minier [39].
Un des premiers formalismes Euler-Euler par filtrage statistique a e´te´ de´veloppe´ par Simonin
[67] introduisant la notion de Mouvement Quasi-Brownien comme comple´ment de la vitesse cor-
re´le´e. Le concept de champ me´soscopique a ensuite e´te´ de´veloppe´ par Simonin et Fe´vrier [68] et
consiste a` conside´rer une moyenne d’ensemble conditionne´e par une re´alisation du champ fluide.
Cette me´thode est de´crite en de´tails au chapitre 3.
2.5 Ecoulements polydisperses
Pour les me´thodes Lagrangiennes, la caracte´ristique polydisperse n’engendre pas de traite-
ment particulier si ce n’est l’injection de particules de tailles diffe´rentes.
En description Eule´rienne, par contre, l’aspect polydisperse apporte un degre´ de liberte´ supple´-
mentaire et ne´cessite une description spe´cifique. Deux voies principales permettent la description
des e´coulements polydisperses.
La premie`re consiste a` re´partir les particules selon leur diame`tre en classes discre`tes [74 ; 84 ; 86]
et a` transporter chaque classe comme un e´coulement distinct. Dans le cas d’interaction entre
particules (collisions...) ou de variation de diame`tre, les e´quations de transport font alors appa-
raˆıtre des termes de transfert entre classes. Cette me´thode a le de´savantage d’eˆtre tre`s couˆteuse
lorsque le nombre de classes augmente.
La deuxie`me me´thode consiste a` pre´sumer la distribution de taille des particules, puis a` fermer
le mode`le en inte´grant les quantite´s particulaires sur l’ensemble de la PDF. Le couˆt est bien
moindre mais le formalisme ne´cessite plus de de´veloppements. C’est la me´thode retenue dans ce
travail et pre´sente´e au chapitre 3. Les fermetures sont de´veloppe´es au chapitre 4.
2.6 Comparaison des diffe´rentes approches
La multiplicite´ des diffe´rentes approches de´veloppe´es jusqu’a` pre´sent refle`te l’absence d’une
supe´riorite´ e´tablie de l’une d’elles. Le bilan des avantages et des inconve´nients implique pour
chaque approche des avantages et des cas d’applications spe´cifiques.
La revue effectue´e par Mashayek [37] donne une vue globale des me´thodes de description des
e´coulements diphasiques et permet de justifier les comparaisons suivantes.
Les me´thodes Lagrangiennes sont particulie`rement adapte´es aux DNS du fait de leur pre´cision
et du faible nombre de particules ne´cessaire dans ce type de simulation. De plus, elles permettent
un traitement simple et intuitif :
– de la polydispersion,
– des collisions,
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– de la coagulation,
– de l’e´vaporation.
En contrepartie, une simulation statistiquement repre´sentative ne´cessite un nombre de particules
e´leve´, qui devient vite un facteur limitant pour les capacite´s de calcul. De meˆme, eˆtre repre´senta-
tif en polydisperse (respectivement en instationnaire) ne´cessite d’eˆtre repre´sentatif pour chaque
classe de particules (respectivement a` chaque instant), ce qui augmente ge´ne´ralement le temps
de calcul d’un ordre de grandeur.
Le deuxie`me point d’attention concerne la ne´cessite´ de reconstituer de fac¸on pre´cise des quan-
tite´s en un point de la trajectoire Lagrangienne (de position inconnue a priori) a` partir du
champ Eule´rien (connu uniquement aux points du maillage), ou inversement. Cette ope´ration
d’interpolation ou de distribution conditionne de fac¸on non ne´gligeable les re´sultats obtenus et il
n’existe pas d’approche rigoureuse pour inte´grer le couplage inverse de la particule sur le fluide
[54].
De plus, si la formulation des collisions entre particules est quasi-imme´diate, l’algorithme de
de´tection des paires susceptibles de produire une collision est couˆteux.
Enfin, en vue d’un calcul paralle`le, la possibilite´ pour une particule nume´rique d’atteindre en
the´orie un point quelconque du domaine de calcul ne permet pas de partitionner ce domaine
initialement sous peine de de´se´quilibre ulte´rieur de la charge des processeurs. Il existe ne´anmoins
des me´thodes dynamiques de partitionnement pour redistribuer les particules, avec un couˆt ce-
pendant non ne´gligeable.
Une qualification sche´matique des me´thodes Lagrangiennes soulignerait :
– la pre´cision de la re´solution et la simplicite´ d’interpre´tation des mode`les.
– des couˆts de calcul e´leve´s et une complexite´ reporte´e sur les traitements algorithmiques et
nume´riques.
Les me´thodes Eule´riennes sont largement re´pandues dans les mode`les RANS car elles uti-
lisent le meˆme formalisme et la meˆme re´solution que la phase porteuse. La description de la
phase disperse´e e´tant tre`s similaire a` celle de la phase porteuse, il est possible d’utiliser les
meˆmes algorithmes de traitement et de re´solution pour les deux phases.
Leur principal avantage est d’eˆtre moins couˆteuses que les me´thodes Lagrangiennes quand le
nombre de particules est e´leve´.
De plus, les couplages s’expriment toujours en des points de maillage communs aux deux phases,
sans ne´cessiter de traitement nume´rique particulier.
Cependant, pour de´terminer le champ Eule´rien, il est ne´cessaire de transporter plusieurs e´qua-
tions supple´mentaires : la densite´ de particules, la fraction massique et e´ventuellement des mo-
ments d’ordre supe´rieur. De plus, dans le cas de particules de tailles diffe´rentes, une approche
par PDF pre´sume´e ne´cessite une e´quation de plus et une approche par classes, un jeu d’e´quations
supple´mentaire par classe.
Par ailleurs, plus la taille des particules est faible, plus la solution est raide nume´riquement
rendant difficile l’e´tude d’e´coulements comportants des particules de tre`s petit diame`tre.
Une qualification sche´matique des me´thodes Eule´riennes soulignerait :
– la facilite´ de traitement algorithmique et les plus faibles couˆts de calcul.
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– la part plus importante des mode`les et un plus grand nombre d’e´quations descriptives.
Il est important de souligner que les re´sultats obtenus par calcul Lagrangien stochastique
sont e´quivalents d’un point de vue mathe´matique aux re´sultats obtenus par calcul Eule´rien :
dans les deux cas, ce sont des grandeurs statistiques qui sont obtenues. La diffe´rence re´side dans
l’ordre dans lequel elles sont calcule´es. En Eule´rien, les moments sont directement transporte´s
alors qu’en Lagrangien, les moments sont reconstruits lors de la phase de post-traitement. Par
exemple, pour obtenir la fraction massique en Lagrangien, on effectue la somme des masses de
toutes les particules pre´sentes dans un volume de controˆle donne´ que l’on divise par la valeur du
volume alors qu’en Eule´rien, la fraction massique fait directement partie du syste`me d’e´quations.
Mais, au final, ce sont bien les meˆmes fractions massiques.
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Chapitre 3
Mode´lisation des e´coulements
diphasiques polydisperses
3.1 Description statistique de la phase disperse´e
Partant de la de´finition probabiliste de pre´sence d’une particule, l’e´quation d’e´volution spatio-
temporelle de la fonction de densite´ de pre´sence (FDP) des particules est de´rive´e de manie`re
ge´ne´rale. Applique´e aux moments de la FDP, cette e´quation permet d’obtenir les e´quations bilan
de grandeurs moyenne´es et associe´es a` une re´alisation statistique du fluide porteur. Les moyennes
et la re´alisation utilise´es permettant de de´finir la notion de ’me´soscopique’ sont introduites pen-
dant la de´monstration.
3.1.1 Formalisme me´soscopique
Le but de ce formalisme pre´sente´ par [22] est de proposer un cadre the´orique clair pour de´finir
les composantes corre´le´es et de´corre´le´es du champ de vitesse des particules.
Typiquement, dans un e´coulement diphasique turbulent dilue´ ou en l’absence d’interactions des
particules entre elles, la seule possibilite´ de corre´lation de mouvement des inclusions pre´sentes
dans un ’meˆme voisinage’ provient du champ gazeux au travers de l’effet de la traˆıne´e. Il est par
ailleurs ne´cessaire que, dans ce meˆme voisinage, le champ de vitesse gazeuse pre´sente une ’ho-
moge´ne´ite´ relative’. L’e´tude statistique de la phase disperse´e doit donc s’articuler autour d’une
re´alisation des vitesses fluides note´e Hf .
Le formalisme me´soscopique repose sur l’hypothe`se d’un comportement chaotique des particules
inertielles soumises a` une meˆme re´alisation de la turbulence du gaz Hf . Le qualificatif ’chaotique’
exprime le fait qu’une petite perturbation des conditions initiales de la phase disperse´e conduit
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a` une de´viation rapide du champ de vitesse associe´.
Pour des temps d’e´tude finis et grands devant le temps de re´ponse des particules et le temps ca-
racte´ristique des grandes e´chelles de la turbulence, les proprie´te´s statistiques de la phase disperse´e
deviennent inde´pendantes de la condition initiale et ne de´pendent plus que des interactions avec
la turbulence locale. En re´alisant une moyenne sur un grand nombre de re´alisations, on peut de´-
finir une FDP conditionne´e par la re´alisation du champ de vitesse fluide f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf ) qui
repre´sente le nombre de particules dont le centre est situe´ a` l’instant t dans le volume (~x, ~x+δ~x),
se de´plac¸ant a` une vitesse de translation ~u2 comprise entre ~cp et ~cp + δ~cp, caracte´rise´es par une
tempe´rature θ2 comprise entre ζp et ζp + δζp et pre´sentant un diame`tre d2 compris entre βp et
βp + δβp.
L’e´quation d’e´volution d’une FDP a` trois parame`tres peut eˆtre de´rive´e de fac¸on tre`s ge´ne´rale
dans l’espace des phases selon :
∂f2
∂t
+
∂
∂xi
[~cpf2] = − ∂
∂cp,i
[〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
− ∂
∂ζp
[〈
dθ2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
− ∂
∂βp
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
+
(
∂f2
∂t
)
coll
(3.1)
avec i indice spatial .
Dans l’e´quation (3.1), d
dt
repre´sente la variation temporelle d’une grandeur associe´e a` une unique
particule et mesure´e d’un point de vue lagrangien, c’est-a`-dire en suivant la particule le long de
son de´placement.
< ·|~cp, ζp, βp > repre´sente la moyenne d’ensemble re´alise´e sur un grand nombre de particules
et conditionne´e par le fait que pour chaque particule intervenant dans la moyenne les variables
~u2,θ2 et d2 doivent respectivement eˆtre e´gales a` ~cp, ζp et βp.(
∂f2
∂t
)
coll
repre´sente le taux de variation temporel de la fonction de distribution duˆ aux inter-
actions particule-particule (collisions, coalescence, atomisation...).
3.1.2 De´finition des ope´rateurs de moyenne
Toutes les moyennes ({.}2 et < . >2) de´finies a` ce paragraphe ve´rifient les conditions dites
de l’axiome de Reynolds. En prenant comme exemple la moyenne {.}2, ces conditions s’e´crivent
pour :
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– la line´arite´
{λ(Ψ + µ)}2 = λ({Ψ}2 + µ) (3.2)
avec λ et µ constantes et Ψ(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )
– la commutation avec les ope´rateurs de de´rivation temporelle et spatiale{
∂Ψ
∂t
}
2
=
∂{Ψ}2
∂t
(3.3)
Moyenne statistique {.}2
La moyenne statistique {.}2 de toute grandeur Ψ(~u2, θ2, d2) se de´finit par inte´gration sur
l’espace des phases selon :
{Ψ}2 = 1
n2
∫
Ψ(~cp, ζp, βp)f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.4)
avec d~cp =
∏ndim
k=1 dcp,k. La variable n2 repre´sente le nombre de particules par unite´ de volume
du me´lange diphasique appele´ aussi densite´ de particules :
n2 =
∫
f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.5)
Moyenne massique < . >2
La moyenne massique statistique associe´e < . >2 s’e´crit :
< Ψ >2=
1
α2ρ2
∫
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.6)
ou` µp(βp) est la masse d’une particule de diame`tre βp dans l’espace probabiliste et α2 et ρ2 re-
pre´sentent respectivement la fraction volumique et la masse volumique moyenne des particules :
µp = ρ2piβ3p/6 (3.7)
α2ρ2 =
∫
µp(βp)f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.8)
La moyenne massique statistique est introduite dans le but de simplifier l’e´criture de certaines
e´quations bilan (cf section 3.2).
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Relations entre les moyennes et les grandeurs transporte´es
On peut tout d’abord remarquer que les deux moyennes de´finies pre´ce´demment sont neutres
l’une par rapport a` l’autre. En effet, l’une ou l’autre des ope´rations de moyenne produit une
valeur dans l’espace physique, valeur qui peut alors eˆtre conside´re´e comme une simple constante
nume´rique dans l’espace des phases et, graˆce a` la relation de line´arite´ (3.2), une composition des
deux moyennes sur une grandeur Ψ quelconque engendre :
{ {Ψ}2}2 = {Ψ}212 = {Ψ}2 (3.9)
<< Ψ >2 >2= {Ψ}2 < 1 >2= {Ψ}2 (3.10)
< {Ψ}2 >2= {Ψ}2 < 1 >2= {Ψ}2 (3.11)
{ < Ψ >2}2 =< Ψ >2 {1}2 =< Ψ >2 (3.12)
Cette proprie´te´ sera tre`s utile pour simplifier les termes de fermeture (cf chapitre 4).
De plus, par simple application des deux de´finitions (3.4) et (3.6), il vient que les variables
n2, α2, ρ2 et m2 sont lie´es par la relation :
α2ρ2 = n2{m2}2 (3.13)
avec
m2 = ρ2pid32/6 (3.14)
Et, a` l’aide des meˆmes de´finitions, pour toute quantite´ Ψ, on peut e´galement e´crire :
α2ρ2 < Ψ >2= n2{m2Ψ}2 (3.15)
Il est enfin ne´cessaire de pre´ciser qu’en monodisperse, ces deux moyennes sont absolument
e´quivalentes. En effet, pour d2 constant et ρ2 inde´pendante du diame`tre, de la vitesse et de la
tempe´rature, on a :
α2ρ2 = n2{m2}2 = n2ρ2pid32/6 (3.16)
En utilisant cette proprie´te´ dans la relation (3.15), il vient :
< Ψ >2 =
n2
α2ρ2
{m2Ψ}2
=
n2
α2ρ2
1
n2
∫
µp(βp)Ψf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp
=
n2ρ2pid
3
2/6
α2ρ2
1
n2
∫
Ψf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp
=
1
n2
∫
Ψf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp
= {Ψ}2
(3.17)
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Vitesse me´soscopique
Dans le formalisme pre´sente´ par Fe´vrier et al [22], en reprenant leurs notations, chaque parti-
cule indice´e k posse`de une vitesse ~V (k)p ( ~X
(k)
p , t,Hf ), ou` p est l’indice des grandeurs particulaires
correspondant a` l’indice 2 dans ce travail, et les auteurs de´nomment ’vitesse me´soscopique eule´-
rienne de la phase disperse´e’ la quantite´
v˜p,i(~x, t,Hf ) =
{
V
(k)
p,i ( ~X
(k)
p , t,Hf )
}
2
(3.18)
A cette vitesse moyenne, on associe la composante re´siduelle de vitesse ~δV (k)p de la particule k
de´finie selon :
V
(k)
p,i ( ~X
(k)
p , t,Hf ) = v˜p,i(~x, t,Hf ) + δV (k)p,i ( ~X(k)p , t,Hf ) (3.19)
En pratique, la vitesse v˜p,i repre´sente la composante commune a` toutes les particules de l’e´chan-
tillon et δV (k)p,i la composante de´corre´le´e propre a` chaque particule.
Sans rien enlever a` la ge´ne´ralite´ du formalisme, il est tout a` fait possible de de´finir une vitesse
me´soscopique ponde´re´e par la masse
~U2 =
〈
~V (k)p ( ~X
(k)
p , t,Hf )
〉
2
(3.20)
et une composante de´corre´le´e propre a` chaque particule ~u′′2 de´finie selon :
~V (k)p ( ~X
(k)
p , t,Hf ) = ~U2 + ~u′′2 (3.21)
Pour des raisons d’e´criture de flux et de termes sources en vue du codage, c’est la vitesse ~U2 qui
a e´te´ retenue dans le pre´sent travail pour de´velopper le syste`me d’e´quations avec un choix de
notations simplifie´es par rapport a` Fe´vrier et al [22].
Grandeurs moyennes et grandeurs de´corre´le´es
De manie`re ge´ne´rale, les quantite´s particulaires seront de´nomme´es a` l’aide de minuscules,
sans eˆtre indice´es selon la particule, et les quantite´s moyennes seront de´nomme´es a` l’aide de
majuscules. Ainsi, pour toute quantite´ particulaire a2, on de´finit la quantite´ moyenne
A2 =< a2 >2 (3.22)
et la quantite´ particulaire de´corre´le´e associe´e :
a′′2 = a2 −A2 (3.23)
< a′′2 >2 = 0 (3.24)
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L’utilisation du symbole ′′ permet de diffe´rencier les grandeurs de´corre´le´es statistiquement des
grandeurs de´corre´le´es temporellement (appele´es parfois aussi turbulentes) habituellement carac-
te´rise´es par le symbole ′.
La vitesse me´soscopique est ici note´e {~u2}2 ({~u2}2 = ~˜vp avec les notations de [22]) et son e´qui-
valent ponde´re´ par la masse est appele´e vitesse me´soscopique massique et note´e ~U2 =< ~u2 >2 :
~U2 =
1
α2ρ2
∫
µp(βp)~cpf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.25)
On de´finit e´galement une tempe´rature me´soscopique massique T2 =< θ2 >2 :
T2 =
1
α2ρ2
∫
µp(βp)ζpf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.26)
A ces deux grandeurs moyennes, on associe naturellement les quantite´s de´corre´le´es ~u”2 et θ′′2 :
~u”2 = ~u2 − ~U2 (3.27)
θ′′2 = θ2 − T2 (3.28)
En prenant la moyenne statistique de l’e´quation (3.27) et en utilisant la relation de neutra-
lite´ des moyennes entre elles (3.9), la relation entre la vitesse me´soscopique de [22], la vitesse
me´soscopique massique ~U2 et la vitesse de´corre´le´e ~u”2 s’e´crit :
{~u2}2 =< ~u2 >2 +{~u”2}2 (3.29)
avec {~u”2}2 6= ~0.
Dans le cas ou` la chaleur spe´cifique Cp,2 des particules est constante par rapport aux variables
d’inte´gration de la FDP, les enthalpies particulaires, moyennes et de´corre´le´es (respectivement
h2, H2 et h′′2) sont directement de´finies par proportionnalite´ avec les tempe´ratures particulaires,
moyennes et de´corre´le´es (respectivement θ2, T2 et θ′′2) :
h2 = Cp,2θ2 (3.30)
H2 = Cp,2T2 (3.31)
h′′2 = Cp,2θ
′′
2 (3.32)
3.1.3 Equation ge´ne´rale d’Enskog
A partir de l’e´quation d’e´volution de la FDP (3.1) et en multipliant par la quantite´ ge´ne´rique
Ψ(~cp, ζp, βp) il est possible, en prenant la moyenne massique statistique du tout, d’obtenir une
e´quation d’e´volution ge´ne´rale de toute grandeur moyenne´e appele´e e´quation ge´ne´rale d’Enskog
[81].
Cette e´quation, dont la de´monstration est pre´sente´e ici, va servir de base pour le calcul du trans-
port de tout moment de la FDP.
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Afin d’alle´ger la notation, f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf ) sera de´sormais simplement e´crit f2 lorsqu’il
n’y aura pas d’ambigu¨ıte´. En multipliant (3.1) par Ψ(~cp, ζp, βp) et prenant la moyenne massique
statistique du produit, on trouve :
α2ρ2
〈(
∂f2
∂t
+
∂
∂xi
[cp,if2]
)
Ψ(~cp, ζp, βp)
〉
2
=∫
∂f2
∂t
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp +
∫
∂
∂xi
[cp,if2]µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp =
−
∫
∂
∂cp,i
[〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp
−
∫
∂
∂ζp
[〈
dθ2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp
−
∫
∂
∂βp
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp
+
∫ (
∂f2
∂t
)
coll
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp
(3.33)
D’apre`s l’axiome de Reynolds, les ope´rateurs de de´rivation ∂
∂t
et ∂
∂xi
peuvent eˆtre commute´s
avec l’ope´rateur d’inte´gration.
∂
∂t
∫
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)f2d~cpdζpdβp +
∂
∂xi
∫
µp(βp)cp,iΨ(~cp, ζp, βp)f2d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
A
=
−
∫
∂
∂cp,i
[〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B
−
∫
∂
∂ζp
[〈
dθ2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
C
−
∫
∂
∂βp
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D
+
∫ (
∂f2
∂t
)
coll
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
C(m2Ψ)
(3.34)
En accord avec la de´finition de la moyenne spe´cifie´e a` l’e´quation (3.6), le premier membre de
l’e´galite´ s’e´crit :
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A =
∂
∂t
α2ρ2 < Ψ >2 +
∂
∂xi
α2ρ2 < u2,iΨ >2 (3.35)
Pour raison de simplification d’e´criture, Ψ(~cp, ζp, βp) a e´te´ remplace´ par Ψ dans cette e´quation.
L’une ou l’autre de ces notations sera de´sormais indiffe´remment employe´e dans les cas ou` il n’y
a aucune ambigu¨ıte´.
Les termes du second membre de l’e´galite´ (3.34) vont maintenant eˆtre e´tudie´s tour a` tour.
Ne´anmoins, le terme source d’interaction des particules entre elles C(m2Ψ) ne sera pas de´veloppe´
pour l’instant.
Par de´veloppement de la de´rive´e du produit, le terme B s’e´crit :
B = −
∫ [
∂
∂cp,i
〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B1
−
∫ 〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)
∂f2
∂cp,i
d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B2
(3.36)
Le terme B2 va eˆtre maintenant inte´gre´ par parties par rapport a` cp,i :
B2 =
[〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µpΨf2
]
−
∫
∂
∂cp,i
(〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µpΨ
)
f2d~cpdζpdβp (3.37)
En de´veloppant la de´rive´e du produit contenu dans l’expression de B2, l’e´quation (3.36) s’e´crit
finalement :
B = −
∫
∂
∂cp,i
〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B1
−
[〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µpΨ f2
]
Ω︸ ︷︷ ︸
B21
+
∫
∂
∂cp,i
〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B22=−B1
+
∫ 〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µp(βp)
∂Ψ
∂cp,i
f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B23
(3.38)
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ou` Ω repre´sente l’espace des possibles pour la variable cp,i.
Nous quittons un instant le domaine mathe´matique pour, a` partir d’arguments physiques, sim-
plifier le terme B21.
Toute FDP ”re´aliste” spe´cifie une probabilite´ nulle d’occurrence des valeurs limites supe´rieures
d’une variable ale´atoire. Ainsi, une particule de taille infinie, ou se de´plac¸ant a` une vitesse infinie
(dans le sens positif ou ne´gatif) n’a aucune chance d’exister. Par contre, on peut se poser la ques-
tion de savoir si une particule de taille nulle (obtenue apre`s e´vaporation par exemple) posse`de
une probabilite´ non nulle d’exister. Dans un premier temps et dans un but de simplification,
nous conside´rerons que ce n’est pas possible.
Sous re´serve de ”bon comportement” des fonctions Ψ et
〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
, on conside`re que f2
est pre´dominante par rapport a` ces fonctions aux bornes du domaine d’inte´gration - ce qui sera
justifie´ a posteriori, voir e´quation (4.8) - et qu’en conse´quent :
B21 = 0 (3.39)
Enfin, le terme B23 n’est que l’expression d’une moyenne d’ou`, finalement :
B = B23
= α2ρ2 <
du2,i
dt
∂Ψ
∂u2,i
>2
(3.40)
De meˆme, par simple remplacement de notation, on peut montrer que :
C = α2ρ2 <
dθ2
dt
∂Ψ
∂θ2
>2 (3.41)
Pour le calcul du terme D, la de´pendance de µp en βp introduit une diffe´rence que l’on va de´ve-
lopper. On utilise l’identite´ (3.7) pour de´velopper µ(βp) :
D = −
∫
∂
∂βp
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp
= −ρ2pi6
∫
∂
∂βp
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
f2
]
βp
3Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp
(3.42)
Par de´veloppement de la de´rive´e du produit, on obtient :
D = −ρ2pi6
∫ [
∂
∂βp
〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉]
βp
3Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D1
− ρ2pi6
∫ 〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
βp
3Ψ(~cp, ζp, βp)
∂f2
∂βp
d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D2
(3.43)
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On inte`gre ensuite le terme D2 par parties par rapport a` βp :
D2 =
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
β3pΨf2
]
−
∫
∂
∂βp
[〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
β3pΨ
]
f2d~cpdζpdβp (3.44)
En de´veloppant la de´rive´e du produit des trois e´le´ments, l’e´quation (3.42) s’e´crit maintenant :
D = −ρ2pi6
{ ∫ [
∂
∂βp
〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉]
βp
3Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D1
+
[〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
β3pΨ f2
]
Ω′︸ ︷︷ ︸
D21
−
∫ [
∂
∂βp
〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉]
β3pΨ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D22=−D1
−
∫ 〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
β3p
∂Ψ
∂βp
f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D23
−
∫ 〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
∂β3p
∂βp
Ψ f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D24
}
(3.45)
ou` Ω′ repre´sente l’espace des possibles pour la variable βp.
Par le meˆme raisonnement que pour le terme B21, sous re´serve des meˆmes hypothe`ses que pre´-
ce´demment sur les fonctions f2,
〈
du2,i
dt
|~cp, ζp, βp
〉
et Ψ, et en conside´rant de plus que f2 est
pre´dominante devant β3p (ce qui est vrai pour toute fonction de type exponentielle de´croissante
par exemple), on a de meˆme :
D21 = 0 (3.46)
En de´rivant β3p , D24 peut se mettre sous la forme :
D24 =
∫ 〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
3β2pΨ f2 d~cpdζpdβp
= 3
∫ 〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
β3p
Ψ
βp
f2 d~cpdζpdβp
(3.47)
Si l’on injecte a` pre´sent les re´sultats des e´quations (3.46) et (3.47) dans l’e´quation (3.45) et que
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l’on simplifie les termes D1 et D22, on obtient :
D = ρ2
pi
6
(D23 +D24)
= ρ2
pi
6
∫ 〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
β3p f2
[
3
Ψ
βp
+
∂Ψ
∂βp
]
d~cpdζpdβp
=
∫ 〈
dd2
dt
|~cp, ζp, βp
〉
µp(βp) f2
[
3
Ψ
βp
+
∂Ψ
∂βp
]
d~cpdζpdβp
= α2ρ2 <
dd2
dt
[
∂Ψ
∂d2
+ 3
Ψ
d2
]
>2
(3.48)
En re´unissant les calculs des valeurs A, B, C et D, on en de´duit une e´quation de transport
moyenne´e pour toute grandeur Ψ, aussi appele´e ”´equation ge´ne´rale d’Enskog” :
∂
∂t
α2ρ2 < Ψ >2 +
∂
∂xi
α2ρ2 < u2,iΨ >2 = C(m2Ψ)
+ α2ρ2 <
du2,i
dt
∂Ψ
∂u2,i
>2
+ α2ρ2 <
dθ2
dt
∂Ψ
∂θ2
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
[
∂Ψ
∂d2
+ 3
Ψ
d2
]
>2
(3.49)
En de´composant la vitesse ~u2 en deux composantes selon (3.27) et a` l’aide de la line´arite´ de
< . >2, le terme U2,i peut eˆtre sorti de l’ope´rateur de moyenne massique statistique. On peut
alors faire apparaˆıtre le transport de Ψ selon la vitesse moyenne ~U2 et un terme de flux associe´
au transport par les vitesses de´corre´le´es :
∂
∂t
α2ρ2 < Ψ >2 +
∂
∂xi
α2ρ2U2,i < Ψ >2 = T(Ψ) + C(m2Ψ)
+ α2ρ2 <
du2,i
dt
∂Ψ
∂u2,i
>2
+ α2ρ2 <
dθ2
dt
∂Ψ
∂θ2
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
[
∂Ψ
∂d2
+ 3
Ψ
d2
]
>2
(3.50)
L’ope´rateur T est appele´ ope´rateur de flux de´corre´le´ et est de´fini selon :
T(Ψ) = − ∂
∂xi
α2ρ2 < u”2,iΨ >2
= − ∂
∂xi
n2{m2u”2,iΨ}2
(3.51)
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3.2 Equations bilan de la phase disperse´e
Partant de l’e´quation ge´ne´rale d’Enskog, les e´quations de transport des variables me´sosco-
piques du proble`me sont obtenues en moyennant des quantite´s particulaires bien choisies.
3.2.1 Densite´ de particules
En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = 1m2 dans l’e´quation (3.50), on obtient l’e´quation de transport
de la densite´ de particules n2 :
∂
∂t
α2ρ2 <
1
m2
>2 +
∂
∂xi
α2ρ2U2,i <
1
m2
>2 = T(
1
m2
) + C(m2
1
m2
) + α2ρ2 <
dd2
dt
∂
1
m2
∂d2
+ 3
1
m2
d2
 >2
(3.52)
En utilisant l’identite´ d
(
1
m2
)
= −3d(d2)
d2m2
, il vient :
∂
∂t
α2ρ2 <
1
m2
>2 +
∂
∂xi
α2ρ2U2,i <
1
m2
>2 = T(
1
m2
) + C(1) + α2ρ2 <
dd2
dt
[
− 3
m2d2
+
3
m2d2
]
>2
= T(
1
m2
) + C(1)
(3.53)
D’apre`s l’identite´ (3.15), il est possible d’e´crire :
α2ρ2 <
1
m2
>2= n2 (3.54)
En injectant ce re´sultat dans l’e´quation (3.53), il vient :
∂
∂t
n2 +
∂
∂xi
n2U2,i = T(
1
m2
) + C(1) (3.55)
Le terme C(1) repre´sente la variation de densite´ de particules par atomisation ou coalescence.
T( 1m2 ) repre´sente le flux de particules par transport de´corre´le´ moyen que l’on appellera plus
simplement ’flux de´corre´le´ de particules’. Ces deux termes sont a` mode´liser.
Il est important de souligner qu’en monodisperse, d’apre`s l’e´quivalence (3.17) entre les moyennes
< . >2 et {.}2, il vient que le terme de flux de´corre´le´ T( 1m2 ) est nul.
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3.2.2 Fraction massique
En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = 1 dans l’e´quation (3.50), l’e´quation de transport
moyen de la fraction massique de particules α2ρ2 s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2 < 1 >2 +
∂
∂xi
α2ρ2U2,i < 1 >2 = T(1) + C(m2)
+ α2ρ2 <
du2,i
dt
∂(1)
∂u2,i
>2
+ α2ρ2 <
dθ2
dt
∂(1)
∂θ2
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
[
∂(1)
∂d2
+
3
d2
]
>2
(3.56)
En simplifiant les termes de moyenne, l’e´quation de transport de α2 s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2 +
∂
∂xi
α2ρ2U2,i = C(m2) + α2ρ2 <
3
d2
dd2
dt
>2︸ ︷︷ ︸
Γ2
(3.57)
Γ2 repre´sente le flux massique moyen a` travers la(les) interface(s) par e´vaporation
ou condensation.
En remarquant que
α2ρ2 <
3
d2
dd2
dt
>2= n2
{
dd2
dt
3m2
d2
}
2
= n2
{
dm2
dt
}
2
(3.58)
le terme source d’e´vaporation peut aussi s’e´crire :
Γ2 = n2
{
dm2
dt
}
2
(3.59)
C(m2) repre´sente l’e´change moyen de masse par atomisation ou coalescence. Comme,
lors d’interactions, la masse totale du nuage se conserve, ce terme est identiquement
nul.
Comme ρ2 est suppose´ constant, en divisant l’e´quation ci-dessus par ρ2, il est possible
d’obtenir l’e´quation de transport de la fraction volumique de particules α2 :
∂
∂t
α2 +
∂
∂xi
α2U2,i =
Γ2
ρ2
(3.60)
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3.2.3 Densite´ de surface
La densite´ de surface Σ2 repre´sente la surface moyenne de l’interface du nuage
de particules par me`tre cube. Pour des particules sphe´riques, Σ2 s’e´crit :
Σ2 = n2{pid22}2 (3.61)
≡ n2{σ2}2 (3.62)
avec σ2 la surface de l’interface d’une particule.
D’apre`s l’identite´ (3.15), Σ2 s’e´crit aussi :
Σ2 = α2ρ2 <
pid22
m2
>2 (3.63)
En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = pid22/m2 dans l’e´quation (3.50), l’e´quation de transport
moyen de Σ2 s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2 <
pid22
m2
>2 +
∂
∂xi
α2ρ2U2,i <
pid22
m2
>2 = T(
pid22
m2
) + C(m2
pid22
m2
)
+ α2ρ2 <
dd2
dt

∂
(
pid22
m2
)
∂d2
+ 3
pid2
m2
 >2
(3.64)
En remarquant que d
(
d22
m2
)
= −d2d(d2)m2 , il vient :
∂
∂t
Σ2 +
∂
∂xi
Σ2U2,i = T(σ2) + C(pid22) + α2ρ2 <
dd2
dt
[
−pid2
m2
+ 3
pid2
m2
]
>2 (3.65)
Enfin, en jouant sur l’e´criture des termes moyenne´s a` l’aide de l’identite´ (3.15),
l’e´quation de transport peut se mettre sous la forme :
∂
∂t
Σ2 +
∂
∂xi
Σ2U2,i = T(σ2) + C(σ2) + n2
{
dσ2
dt
}
2︸ ︷︷ ︸
Γs
(3.66)
Pour des particules non de´formables, Γs repre´sente la variation moyenne d’interface
par e´vaporation ou condensation.
C(σ2) repre´sente la variation d’interface par atomisation ou coalescence.
T(σ2) repre´sente la variation d’interface engendre´e par le transport de´corre´le´. Ces
trois termes sont a` mode´liser.
Il est important de souligner que, de meˆme que pour la densite´ de particules, en
monodisperse, l’e´quivalence (3.17) entre les moyennes < . >2 et {.}2 implique que le
terme de flux de´corre´le´ T(σ2) est nul.
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En multipliant σ2 par une fonction k(x, t) (constante par rapport a` d2, u2 et θ2), il
est possible de trouver une e´quation de transport de kΣ2. Cette e´quation s’ave´rera
utile lorsque la forme de la FDP sera pre´sume´e :
∂
∂t
kΣ2 +
∂
∂xi
kΣ2U2,i = T(kσ2) + C(kσ2) + α2ρ2 <
dd2
dt
[
−kpid2
m2
+ 3
kpid2
m2
]
>2
= T(kσ2) + C(kσ2) + α2ρ2 < k
dσ2
dt
1
m2
>2
= T(kσ2) + C(kσ2) + kα2ρ2 <
dσ2
dt
1
m2
>2
= T(kσ2) + C(kσ2) + k n2
{
dσ2
dt
}
2
= T(kσ2) + C(kσ2) + k Γs
(3.67)
3.2.4 Quantite´ de mouvement
Pour la Quantite´ De Mouvement (QDM), on pre´fe`re utiliser la forme (3.49) de
l’e´quation d’Enskog (3.50) pour mieux de´montrer l’apparition de moments doubles
de vitesse. Ainsi, en choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = u2,i dans l’e´quation (3.49), l’e´quation
de transport moyen de la quantite´ de mouvement des particules α2ρ2 s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2 < u2,i >2 +
∂
∂xi
α2ρ2 < u2,iu2,j >2= C(m2u2,j) + α2ρ2 <
du2,i
dt
∂u2,i
∂u2,j
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
[
3u2,j
d2
]
>2
(3.68)
avec sommation sur l’indice j.
En simplifiant et en remplac¸ant dd2
dt
3
d2
selon la relation (3.58), il vient :
∂
∂t
α2ρ2 < u2,j >2 +
∂
∂xi
α2ρ2 < u2,iu2,j >2= C(m2u2,j) + α2ρ2<
du2,j
dt
>2︸ ︷︷ ︸
<
Fj
m2>2
+n2
{
u2,j
dm2
dt
}
2︸ ︷︷ ︸
Γu,j
(3.69)
ou` Fj repre´sente l’ensemble des forces exte´rieures auxquelles est soumise une par-
ticule dans la direction j et Γu,j repre´sente la variation de QDM dans la direction j
due aux variations de masse des particules.
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< u2,iu2,j >2 est de´veloppe´ a` l’aide de la de´composition des vitesses (3.27) :
< u2,iu2,j >2 =< U2,iU2,j + u”2,iu”2,j + U2,ju”2,i + U2,iu”2,j >2
=< U2,iU2,j >2 + < u”2,iu”2,j >2 + < U2,iu”2,j >2 + < U2,ju”2,i >2
= U2,iU2,j+ < u”2,iu”2,j >2 +U2,j < u”2,i >2 +U2,i < u”2,i >2
(3.70)
Par de´finition de la moyenne massique statistique, les deux derniers termes sont
identiquement nuls et l’e´quation (3.69) s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2U2,j +
∂
∂xi
α2ρ2U2,iU2,j = − ∂
∂xi
α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2︸ ︷︷ ︸
T(u”2,j)
+C(m2u2,j) + α2ρ2 <
Fj
m2
>2 +Γu,j
(3.71)
T(u”2,j) repre´sente le transport de quantite´ de mouvement par la vitesse de´corre´le´e.
C(m2u2,i) repre´sente les e´changes de quantite´ de mouvement par interactions entre
particules (collision, atomisation, coalescence). Comme, lors d’interactions, l’impul-
sion totale du nuage se conserve, ce terme est identiquement nul. Les termes Fj,
Γu,j et T(u”2,j) sont par contre a` mode´liser.
3.2.5 Energie quasi-brownienne (EQB)
Dans le but de retrouver une partie de l’information perdue par l’ope´ration de
moyenne, il est possible de transporter une e´nergie cine´tique de´corre´le´e par unite´
de masse qui est appele´e Energie Quasi-Brownienne (EQB) en re´fe´rence a` la the´orie
cine´tique des gaz :
EQB =
1
2
< u”2,ju”2,j >2 (3.72)
avec sommation sur l’indice j.
En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = 12u”2,ju”2,j dans l’e´quation (3.49), l’e´quation de trans-
port moyen de l’e´nergie quasi-brownienne s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2EQB +
∂
∂xi
α2ρ2 <
1
2
u”2,ju”2,ju2,i >2=C(
1
2
m2u”2,ju”2,j)
+ α2ρ2 <
du2,i
dt
∂
∂u2,i
1
2
u”2,ju”2,j >2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
3
2d2
u”2,ju”2,j >2
(3.73)
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Le terme < 12u”2,ju”2,ju2,i >2 peut eˆtre de´compose´ selon :
<
1
2
u”2,ju”2,ju2,i >2 = <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i +
1
2
u”2,ju”2,jU2,i >2
= <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 +U2,i <
1
2
u”2,ju”2,j >2
= <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 +U2,iEQB
(3.74)
En reportant ce re´sultat dans l’e´quation (3.73), il vient :
∂
∂t
α2ρ2EQB +
∂
∂xi
α2ρ2EQBU2,i = − ∂
∂xi
α2ρ2 <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 + C(
1
2
m2u”2,ju”2,j)
+ α2ρ2 <
dd2
dt
3
2d2
u”2,ju”2,j >2
+ α2ρ2 <
du2,i
dt
∂
∂u2,i
1
2
u”2,ju”2,j >2
(3.75)
Le dernier terme peut eˆtre simplifie´ :
∂
∂u2,i
1
2
u”2,ju”2,j = u”2,j
∂
∂u2,i
u”2,j
= u”2,j
∂
∂u2,i
(u2,j − U2,j)
= u”2,i
(3.76)
En injectant ce re´sultat dans l’e´quation (3.73), il vient :
∂
∂t
α2ρ2EQB +
∂
∂xi
α2ρ2EQBU2,i = − ∂
∂xi
α2ρ2 <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 + C(
1
2
m2u”2,ju”2,j)
+ α2ρ2 <
dd2
dt
3
2d2
u”2,ju”2,j >2
+ α2ρ2 < u”2,i
du2,i
dt
>2
= − ∂
∂xi
α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2 + C(
1
2
m2u”2,ju”2,j)
+ α2ρ2 < u”2,i
F2,i
m2
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
3
2d2
u”2,ju”2,j >2
(3.77)
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En utilisant la relation (3.58), on obtient finalement :
∂
∂t
α2ρ2EQB +
∂
∂xi
α2ρ2EQBU2,i = − ∂
∂xi
α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2︸ ︷︷ ︸
T( 1
2
u”2,ju”2,j)
+ C(
1
2
m2u”2,ju”2,j)
+ α2ρ2 < u”2,i
F2,i
m2
>2︸ ︷︷ ︸
WQB
+ n2
{
1
2
u”2,ju”2,j
dm2
dt
}
2︸ ︷︷ ︸
ΓQB
(3.78)
T(u”2,ju”2,j) repre´sente le transport d’e´nergie quasi-brownienne par la vitesse de´cor-
re´le´, C(12m2u”2,ju”2,j) les e´changes d’e´nergie quasi-brownienne par interactions entre
particules (collision, atomisation, coalescence), WQB le travail des forces exte´rieures
associe´ au mouvement de´corre´le´ et ΓQB la variation d’e´nergie cine´tique due aux
variations de masse des particules. Ces termes sont a` mode´liser.
3.2.6 Tempe´rature et enthalpie
En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = θ2 dans l’e´quation (3.49), l’e´quation de transport
moyen de la tempe´rature moyenne des particules T2 s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2 < u2,iθ2 >2 +
∂
∂xi
α2ρ2 < θ2 >2 = C(m2θ2) + α2ρ2 <
dθ2
dt
∂θ2
∂θ2
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
3
d2
θ2 >2
= C(m2θ2) + α2ρ2 <
dθ2
dt
>2
+ α2ρ2 <
dd2
dt
3
d2
θ2 >2
(3.79)
En de´composant θ2 et u2,i en partie moyenne et de´corre´le´e selon les e´quations (3.27)
et (3.28) et en utilisant la relation (3.58), l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2T2 +
∂
∂xi
α2ρ2T2U2,i = − ∂
∂xi
α2ρ2 < θ”2u”2,i >2︸ ︷︷ ︸
T(θ”2)
+C(m2θ2)
+ α2ρ2 <
dθ2
dt
>2 +n2
{
θ2
dm2
dt
}
2
(3.80)
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On voit apparaˆıtre le terme T(θ”2) qui repre´sente le transport de tempe´rature de´cor-
re´le´e par la vitesse de´corre´le´e. C’est un flux doublement de´corre´le´. C(m2θ2) repre´-
sente les e´changes de tempe´rature dus aux interactions entre particules (coalescence
avec tempe´ratures de particules diffe´rentes par exemple). Les deux termes restants
vont eˆtre interpre´te´s graˆce a` l’e´quation bilan de l’enthalpie.
D’apre`s l’e´quation (3.30), l’e´quation de transport de T2 et l’e´quation de transport
de H2 sont proportionnelles au facteur Cp,2 pre`s, d’ou`, en multipliant l’e´quation
ci-dessus par la capacite´ calorifique des particules, l’e´quation de transport de l’en-
thalpie me´soscopique massique des particules H2 s’e´crit :
∂
∂t
α2ρ2H2 +
∂
∂xi
α2ρ2H2U2,i = T(h”2) + C(m2h2)
+ α2ρ2 <
dh2
dt
>2︸ ︷︷ ︸
Π2
+n2
{
h2
dm2
dt
}
2︸ ︷︷ ︸
Γh
(3.81)
T(h”2) repre´sente le transport d’enthalpie de´corre´le´e par la vitesse de´corre´le´e, C(m2h2)
les e´changes d’enthalpie dus aux interactions entre particules. Le terme Π2 repre´-
sente les e´changes d’enthalpie avec la phase continue (e´vaporation, condensation
principalement). Γh repre´sente la variation d’enthalpie due aux variations de masse
des particules.
3.3 Re´sume´ des e´quations de la phase disperse´e
En l’absence de collisions, ces e´quations s’e´crivent :
∂
∂t
n2 + ∂∂xi
n2U2,i = T( 1m2 )
∂
∂t
Σ2 + ∂∂xi
Σ2U2,i = T(σ2) + Γs
∂
∂t
α2ρ2 + ∂∂xi
α2ρ2U2,i = Γ2
∂
∂t
α2ρ2U2,i + ∂∂xj
α2ρ2U2,iU2,j = T(u”2,i) + Γu,i + Fd,i
∂
∂t
α2ρ2EQB + ∂∂xi
α2ρ2EQBU2,i = T(12u”2,ju”2,j) + ΓQB + WQB
∂
∂t
α2ρ2H2︸ ︷︷ ︸
advection
+
∂
∂xi
α2ρ2H2U2,i︸ ︷︷ ︸
convection
= T(h”2)︸ ︷︷ ︸
mvt de´corre´le´
+ Γ2h2︸ ︷︷ ︸
e´vaporation
+ Π2︸ ︷︷ ︸
autres variations
(3.82)
Les mode`les de fermeture sont pre´sente´s et de´veloppe´s au chapitre 4.
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3.4 Re´sume´ des hypothe`ses sur la phase disperse´e
H1 - Les inclusions sont suppose´es inde´formables et sphe´riques.
H2 - La densite´ des particules est bien plus grande que celle du gaz. En conse´-
quence, les termes de masse ajoute´e sont ne´gligeables.
H3 - Le diame`tre des particules est faible (d2  1). En conse´quence, les effets
d’histoire sont ne´gligeables.
H4 - Les particules sont assez petites pour que l’effet de la portance de Saffman
soit ne´gligeable devant la traˆıne´e [35].
H5 - La gravite´ est ne´gligeable devant la traˆıne´e.
H6 - Les quatre hypothe`ses ci-dessus impliquent que le seul effort exte´rieur auquel
est soumise une particule se re´duit a` la traˆıne´e.
H7 - La taille des particules est petite devant l’e´chelle inte´grale de turbulence.
H8 - L’e´coulement est suppose´ dilue´ (α2 < 0.1) : les interactions particule-particule
(atomisation, coalescence) sont donc ne´gligeables.
H9 - La tempe´rature d’une particule est homoge`ne (conduction infinie a` l’inte´rieur
de la particule).
H10 - En un point, toutes les particules d’un meˆme nuage statistique ont la meˆme
tempe´rature.
H11 - En un point, toutes les particules de meˆme diame`tre d’un nuage statis-
tique suivent une re´partition gaussienne de leur vitesse autour d’une valeur
moyenne qui de´pend de leur diame`tre.
H12 - Les termes sous-maille de la LES ne sont pas mode´lise´s pour la phase disper-
se´e. La re´solution de la phase liquide est de type DNS.
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3.5 Equations bilan de la phase continue
Les e´coulements pre´sents dans les turbines a` gaz sont tre`s majoritairement tur-
bulents. Les e´quations bilan de la phase gazeuse sont donc directement pre´sente´es
dans l’approche Simulation des Grandes Echelles (SGE) ou selon la terminologie
anglophone ’Large Eddy Simulation’ (LES).
L’objectif principal de la LES est de calculer de manie`re explicite les grosses
structures de l’e´coulement tandis que les structures plus petites sont mode´lise´es
(Moin [40], Sagaut [61]...). Ainsi, le caracte`re instationnaire est pris en compte, ce
qui constitue un atout majeur vis-a`-vis des mode´lisations RANS qui ne traitent
que l’e´coulement moyen. C’est a` l’aide d’une ope´ration de filtrage que les grandes
e´chelles sont distingue´es des plus petites.
3.5.1 Fitrage LES
Dans l’approche LES, les quantite´s e´tudie´es note´es Q sont filtre´es dans l’espace
physique a` l’aide d’un ope´rateur de moyenne ponde´re´ par une fonction de filtre sur
un volume donne´.
Il existe e´galement un second filtre (qui ne sera pas traite´ dans cette e´tude) de´fini
dans le contexte d’une analyse spectrale et qui a pour but de supprimer toutes les
composantes supe´rieures a` une fre´quence donne´e.
L’ope´ration de filtrage [1] dans l’espace physique est donne´e par la de´finition sui-
vante :
Q(~x) =
∫
D
Q(~x′)F (~x− ~x′)d~x′ (3.83)
ou` F est le filtre LES.
Les filtres standards investis dans l’espace physique sont de type boˆıte (3.84) ou
Gaussien (3.85). ~x =(x1,x2,x3) est le vecteur coordonne´es et ∆ est la longueur de la
boˆıte.
F (x) = F (x1, x2, x3) =
{
1/43, si xi ≤ 4/2, i = 1, 2, 3.
0, sinon.
(3.84)
F (x) = F (x1, x2, x3) =
(
6
pi∆2
)3/2
exp
[
− 6
pi∆2
(x21 + x
2
2 + x
2
3)
]
(3.85)
Dans le code compressible AVBP TPF, la taille du filtre est implicitement de´finie
par la discre´tisation du maillage.
Dans les e´coulements a` densite´ variable, on pre´fe`re ge´ne´ralement utiliser la moyenne
de Favre [18] :
Q˜(x) =
1
ρ1
∫
D
ρ1Q(x′)F (x− x′)dx′ (3.86)
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Q˜ et ρ1 repre´sentent des quantite´s filtre´es. Dans les e´coulements re´actifs, la moyenne
de Favre est ge´ne´ralement introduite de la fac¸on suivante :
Q˜(x) =
ρ1Q(x)
ρ1(x)
(3.87)
Chaque quantite´ Q peut eˆtre de´compose´e en une composante filtre´e Q˜ (resp. Q) et
une composante re´siduelle ou ’sous-maille’ Q′′ (resp. Q′) telles que, Q(x) = Q(x) +
Q′(x) = Q˜(x) +Q′′(x).
Contrairement aux simulations RANS, le filtrage LES implique les relations sui-
vantes ( 3.88 & 3.89) : ˜˜
Q 6= Q˜ ; Q˜′′ 6= 0 (3.88)
Q 6= Q ; Q′ 6= 0 (3.89)
avec,
Q˜′′ =
ρ1Q′′
ρ1
=
ρ1(Q− Q˜)
ρ1
=
ρ1Q˜− ρ1Q˜
ρ1
=
ρ1Q˜− ρ1 ˜˜Q
ρ1
(3.90)
Pre´cisons enfin que le filtrage des e´quations ne´cessite une hypothe`se de permu-
tabilite´ entre l’ope´rateur de de´rivation et le filtre. Ces de´finitions me`nent a` un
ensemble d’e´quations similaires aux e´quations moyenne´es de Reynolds qui sont pre´-
sente´es dans le paragraphe suivant.
3.5.2 Fluide newtonien et gaz parfait
On de´finit les variables caracte´ristiques du syste`me e´tudie´ : p1,ρ1,~u1 et T1 respec-
tivement la masse volumique, la vitesse et la tempe´rature de la phase continue.
Le fluide porteur est suppose´ Newtonien, c’est-a`-dire que le tenseur visqueux τ1,ij
suit la loi de Newton :
τ1,ij = µ1
(
∂u1,i
∂xj
+
∂u1,j
∂xi
)
− 2/3µ1∂uk
∂xk
δij (3.91)
avec δij le symbole de Kronecker et µ1 la viscosite´ dynamique qui suit la loi de
Sutherland :
µ1 = c3
T
3/2
1
T1 + c4
(3.92)
avec pour l’air c3 = 2.7238× 10−5 et c4 = −0.0665.
On donne e´galement le tenseur total des contraintes σij de´fini selon :
σij = −p1δij + µ1
(
∂u1,i
∂xj
+
∂u1,j
∂xi
)
− 2/3µ1∂u1,k
∂xk
δij (3.93)
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La phase continue est de´finie comme un gaz parfait dont la tempe´rature et la pres-
sion suivent la loi d’e´tat suivante :
p1 = ρ1rT1 (3.94)
ou` r=R/W est la constante du me´lange variant en temps et en espace et W est la
masse mole´culaire moyenne du me´lange.
1
W
=
N∑
k=1
Yk
Wk
(3.95)
avecWk et Yk respectivement la masse mole´culaire et la fraction massique de l’espe`ce
k, k variant de 1 a` N , le nombre total d’espe`ces du me´lange.
La constante du me´lange r et les chaleurs spe´cifiques Cp et Cv sont alors de´finies
selon les espe`ces constitutives :
r =
R
W
=
N∑
k=1
Yk
Wk
R =
N∑
k=1
Ykrk (3.96)
Cp =
N∑
k=1
YkCp,ketCv =
N∑
k=1
YkCv,k (3.97)
avec R la constante universelle e´gale a` 8.3143J/mol/K.
L’exposant adiabatique pour le me´lange est donne´ par γ=Cp/Cv.
3.5.3 Equation de conservation de la masse
Dans le cas d’un me´lange de plusieurs espe`ces Yk l’e´quation de conservation de
la masse avec correction sur la vitesse s’e´crit :
∂α1ρ1
∂t
+
∂α1ρ1u1,j
∂xj
= − ∂
∂xi
(
α1ρ1
N∑
k=1
YkV
k
i
)
= Γ1δkkevap (3.98)
Γ1 = −Γ2 repre´sente la variation de masse de l’espe`ce k si celle-ci est identique a`
l’espe`ce constitutive des particules kevapet V k le vecteur de diffusion des espe`ces tel
que
∑N
k=1 YkV
k
i =0
On exprime ge´ne´ralement cette relation par la loi de Fick sous la forme d’un gradient
d’espe`ces :
XkV
k
i = −Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
avecXk = Yk
W
Wk
(3.99)
avec Dk la diffusivite´ mole´culaire qui exprime le rapport du transport de quantite´ de
mouvement avec le transport de masse pour l’espe`ce k. Dk est calcule´ par la relation
59
Chapitre 3 : Mode´lisation des e´coulements diphasiques polydisperses
(3.100). Les coefficients Dij sont des fonctions complexes d’inte´grales de collision et
des variables thermodynamiques.
Dk =
1− Yk∑N
j 6=kXj/Djk
(3.100)
Cependant, une forme approche´e de Dk est donne´e par la relation, Dk=µ1/ρ1Sc,k ou`
Sc,k est le Schmidt de l’espe`ce k et est suppose´ constant pour toutes les espe`ces
(Sc,k=0.7). Les e´quations (3.98) & (3.99) ame`nent a` l’expression suivante :
YkV
k
i = −Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
(3.101)
Cette e´quation ve´rifie (3.98) si tous les coefficients de diffusion Dk sont e´gaux a` D
sans quoi l’e´quation de masse n’est pas conserve´e. Afin d’assurer la conservation de
la masse, une vitesse de correction ~V c est apporte´e et est ajoute´e a` la vitesse de
convection.
V ci = −Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
(3.102)
3.5.4 Equation de conservation de la quantite´ de mouvement
En prenant en compte le couplage avec la traˆıne´e et la quantite´ de mouvement
apporte´e par le liquide e´vapore´, cette e´quation s’e´crit :
∂α1ρ1u1,i
∂t
+
∂α1ρ1u1,iu1,j
∂xj
= −∂p1
∂xi
+
∂τ1,ij
∂xj
− Fd,i + U2,iΓ1 (3.103)
3.5.5 Equation de conservation des espe`ces
∂α1ρ1Yk
∂t
+
∂
∂xi
α1ρ1(u1,i + V ci )Yk =
∂
∂xi
(
α1ρ1Dk
∂Yk
∂xi
)
(3.104)
Comme pour l’e´quation de la conservation de la masse, la vitesse de correction ~V c
est ajoute´ a` la vitesse de convection pour assurer la conservation. La vitesse de
diffusion est la meˆme pour toutes les espe`ces.
Le flux diffusif laminaire Jki de l’espe`ce k est alors classiquement exprime´ par :
Jki = −α1ρ1
(
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
+ YkV ci
)
(3.105)
Des expressions plus complexes sont parfois utilise´es pour de´crire la diffusion mole´-
culaire des espe`ces. L’effet Soret (diffusion des espe`ces due aux gradients de tempe´-
ratures) et le transport mole´culaire duˆ aux gradients de pressions sont ge´ne´ralement
ne´glige´s.
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3.5.6 Equation de conservation de l’e´nergie
On de´finit l’e´nergie totale du gaz et selon :
et =
N∑
k=1
∫ T
T0
Cv,kdT +
1
2
‖ ~u1‖2. (3.106)
avec T0 tempe´rature de re´fe´rence choisie arbitrairement.
Cette e´nergie suit l’e´quation :
∂α1ρ1et
∂t
+
∂α1ρ1u1,iet
∂xi
= − ∂qi
∂xi
+
∂
∂xj
(σiju1,i) + Q˙+ α1ρ1
N∑
k=1
Ykfk,i(u1,i + Vk,i) (3.107)
Q˙ est le flux radiatif et ge´ne´ralement ne´glige´. α1ρ1
∑N
k=1 Ykfk,i(u1,i + Vk,i) correspond
aux travail des forces volumiques de l’espe`ce k.
Le flux d’e´nergie qi implique un terme de diffusion de la chaleur exprime´ selon la
loi de Fourier (λ∂T/∂xi) et un terme de diffusion des espe`ces :
qi = −λ ∂T
∂xi
− α1ρ1
N∑
k=1
(
Dk
∂Wk
∂W
∂Xk
∂xi
+ YkV ci
)
hs,k = −λ ∂T
∂xi
+
N∑
k=1
Jki hs,k (3.108)
ou` λ=µ1Cp/Pr est la conductivite´ thermique et ou` le nombre de Pr est suppose´ eˆtre
constant et e´gal a` 0.7. hs,k est l’enthalpie sensible de l’espe`ce k et est donne´e par la
relation, hs,k=
∫ T
T0
Cp,kdT .
Il faut noter que pour des e´coulements a` haut nombre de Reynolds, les flux
diffusifs laminaires des espe`ces Jkj et de la chaleur qi sont ge´ne´ralement petits devant
le transport turbulent.
3.5.7 Les e´quations filtre´es
Le jeu d’e´quations (3.109) pre´sente les e´quations filtre´es de masse, de quantite´
de mouvement, de transport des espe`ces et d’e´nergie pour des e´coulements non
re´actifs. Les flux incompressibles (F I), visqueux (F V ) et turbulents (F t) sont mis
en e´vidences et les notations − et ∼ de´notent les quantite´s filtre´es. Comme les
termes sous-mailles de la phase disperse´e ne sont pas mode´lise´s, les quantite´s filtre´es
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pre´sentant le symbole ∼ ou − sont sans ambigu¨ıte´ et ne ne´cessitent pas l’indice 1.
∂ρ1
∂t
+
∂ρ1u˜i
∂xi
= 0
∂ρ1u˜i
∂t
+
∂ρ1u˜iu˜j
∂xj
+
∂p
∂xi
=
∂τ˜1,ij
∂xj
+
∂τ˜ t1,ij
∂xj
∂ρ1Y˜k
∂t
+
∂ρ1u˜j Y˜k
∂xi
= −∂J˜i,k
∂xi
− ∂J˜
t
i,k
∂xi
∂ρ1e˜t
∂t
+
∂(ρ1e˜t + p)u˜i
∂xi
= − ∂q˜i
∂xi
+
∂u˜iτ˜1,ij
∂xj
− ∂q˜
t
i
∂xi
+
∂u˜iτ˜
t
1,ij
∂xj︸︷︷︸
Termes
︸ ︷︷ ︸
Termes
︸ ︷︷ ︸
Termes
︸ ︷︷ ︸
Termes
instationnaires non visqueux (F I) visqueux (FV ) turbulents (F t)
(3.109)
Dans les e´quations filtre´es, on retrouve les diffe´rents termes visqueux qui sont le
tenseur filtre´ des vitesses les flux de diffusion des espe`ces et de la chaleur ((3.110)-
(3.112)) filtre´s.
τ˜1,ij = 2µ1(S˜ij − 1/3S˜llδij) avec S˜ij = 12
(
∂u˜j
∂xi
+
∂u˜i
∂xj
)
(3.110)
J˜k = −
(
µ1
Sc,k
Wk
W
∇X˜k + ρkV˜ c
)
avec V˜ c = −
N∑
k=1
µ1
ρ1Sc,k
Wk
W
∇X˜k (3.111)
q˜ = −µ1Cp
Pr
∇T˜ +
N∑
k=1
J˜kh˜s,k (3.112)
Le filtrage LES fait apparaˆıtre des corre´lations d’ordre deux, u˜iuj, u˜iY k et u˜ie qui
sont a` mode´liser pour clore le syste`me. Ces inconnues sont :
– le tenseur des contraintes de Reynolds : τ˜ t1,ij = ρ1(u˜iuj − u˜iu˜j),
– le flux de sous-maille des espe`ces : J˜i,k
t
= ρ1(u˜iY k − u˜iY˜k),
– le flux de sous-maille de chaleur : q˜it = ρ1(u˜ie− u˜ie˜) ou` e est l’e´nergie sensible.
3.5.8 Les mode`les de sous-maille
Concept de viscosite´ de sous-maille
Dans le concept de viscosite´ de sous-maille une hypothe`se essentielle est a` consi-
de´rer : le me´canisme de transfert d’e´nergie des e´chelles re´solues vers les e´chelles
de sous-maille est analogue au me´canisme mole´culaire repre´sente´ par le terme de
diffusion pour lequel une viscosite´ mole´culaire apparaˆıt.
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L’action primordiale des petits tourbillons est d’absorber de l’e´nergie pour la dis-
siper. Lorsque ces petites e´chelles sont absentes, il faut renforcer de fac¸on directe
la dissipation en augmentant la valeur de la viscosite´ de manie`re a` conserver une
dissipation e´nerge´tique suffisante.
En LES, les e´chelles plus petites que la taille de la maille ne sont pas re´solues mais
prises en compte a` travers le tenseur de sous-maille τ˜ t1,ij. Dans la formulation mathe´-
matique de Boussinesq, τ˜ t1,ij est base´ sur une hypothe`se de viscosite´ turbulente de
sous-maille note´e νSGS, la notation ’SGS’ signifiant dans la litte´rature anglophone
Sub-Grid Scale.
τ˜ t1,ij est classiquement mode´lise´ selon Smagorinsky [69] :
τ˜ t1,ij −
1
3
δij τ˜1,ll = 2 νSGSS˜ij (3.113)
avec
S˜ij =
1
2
(
∂u˜i
∂xj
+
∂u˜j
∂xi
)
− 2
3
∂u˜k
∂xk
δij , i, j = 1, 3 (3.114)
S˜ij correspond au taux de de´formation local base´ sur les vitesses re´solues.
Les flux turbulents des espe`ces J˜ ti,k et enthalpique q˜
t
i sont mode´lise´s de manie`re
analogue et leur expression est donne´e dans les e´quations (3.115) & (3.116) :
J˜ ti,k = −ρ1(u˜iYk − u˜iY˜k) = −
(
µSGS
Stc,k
Wk
W
∇X˜k + ρkV˜ c,t
)
(3.115)
q˜t = −ρ1(u˜ie− u˜ie˜) =
γ
Prt
µSGS
Cp
γ
∇T˜ (3.116)
avec
V˜ c = −
N∑
k=1
µ1
ρ1S
t
c,k
Wk
W
∇X˜k (3.117)
ou` Stc,k le nombre de Schmidt turbulent de l’espe`ce k pris e´gal a` 0.71 et µSGS =
ρ1νSGS.
La conductivite´ thermique turbulente λt du me´lange du gaz est de´finie par λt =
νSGS/Pr
t. Le nombre de Prandtl turbulent, Prt, est fixe´ 0.9.
Mode´lisation de νSGS : le mode`le WALE
De nombreux travaux ont e´te´ re´alise´s sur la mode´lisation de νSGS (Sagaut [61],
Lesieur [34], Ferziger [20]). Les mode`les les plus rencontre´s et les plus faciles a` im-
ple´menter dans un code de calcul se basent sur une utilisation des e´chelles re´solues.
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Les deux ide´es principales du mode`le WALE [44] (Wall Adaptating Local Eddy-
viscosity) sont les suivantes :
– la viscosite´ de sous-maille νSGS est relie´e a` la fois au taux de de´formation et au
taux de rotation des structures turbulentes.
– νSGS tend naturellement vers ze´ro pre`s de la paroi.
Un atout essentiel de ce mode`le est l’absence d’ajustement de constante (dynamique
ou fonction d’amortissement) [44]. De plus, dans le cas d’un cisaillement pur, la vis-
cosite´ turbulente est nulle et permet de reproduire la transition laminaire-turbulent
a` travers l’accroissement des modes line´aires instables.
Les e´chelles de sous-mailles sont de´termine´es pour tous les nœuds du maillage et a`
chaque instant a` partir des caracte´ristiques des e´chelles re´solues. L’approche filtre´e
est base´e sur le volume de la cellule Vcell avec une taille de filtre 4 = V 1/3cell et cette
grandeur sers de longueur caracte´ristique pour l’expression de νSGS qui est donne´e
par la relation suivante :
νSGS = (Cw4)2
(sdijs
d
ij)
3/2
(S˜ijS˜ij)5/2+(sdijs
d
ij)5/4
(3.118)
ou`
sdij = S˜ikS˜kj + Ω˜ikΩ˜kj −
1
3
δij [S˜mnS˜mn − Ω˜mnΩ˜mn] (3.119)
avec Ω˜ij taux de rotation du champ filtre´ :
Ω˜ij =
1
2
(
∂u˜i
∂xj
− ∂u˜j
∂xi
)
(3.120)
La constante du mode`le Cw vaut 0.55 et donne sensiblement la meˆme dissipation
d’e´nergie cine´tique de sous-maille que pour le mode`le de Smagorinsky [69].
Son efficacite´ a e´te´ montre´e dans plusieurs travaux (Le´gier [32], Faivre [17]). Son
utilisation semble adapte´e pour des e´tudes LES sur des ge´ome´tries complexes dans
la mesure ou` :
– les structures cohe´rentes sont bien re´solues, ce qui va permettre d’obtenir des
valeurs pre´cises des taux de de´formations et donc une valeur pre´cise de la
viscosite´ sous-maille.
– les tailles de maille a` la paroi sont relativement faibles, ce qui va permettre de
ne pas surestimer la dissipation dans ces re´gions.
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Fermetures
Les termes suivants identifie´s au chapitre pre´ce´dent ne´cessitent d’eˆtre ferme´s :
– flux de´corre´le´ de densite´ de particules : T( 1m2 ) = − ∂∂xin2{u”2,i}2 (cf Eq. (3.55))
– flux de´corre´le´ de densite´ de surface : T( σ2m2 ) = − ∂∂xin2{u”2,i}2 (cf Eq. (3.66))
– flux de´corre´le´ de QDM : T(u”2,j) = − ∂∂xj α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 (cf Eq. (3.71))
– flux de´corre´le´ d’EQB : T(12u”2,ju”2,j) = − ∂∂xiα2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2 (cf Eq. (3.78))
– efforts exte´rieurs moyen : < Fim2 >2 (cf Eq. (3.71))
– variations dues a` l’e´vaporation : Γ2, Γs, Γ~u et ΓQB (cf Eqs. (3.60), (3.66), (3.71), et (3.78)).
Une mode´lisation de ces termes est propose´e en utilisant des hypothe`ses simpli-
ficatrices sur le comportement d’une particule puis en inte´grant ces hypothe`ses sur
l’ensemble du nuage statistique.
Malgre´ des diffe´rences d’approches (eule´rien ou lagrangien stochastique), l’utili-
sation de PDF, et donc de moments, implique souvent des fermetures e´tonnamment
similaires, en tout cas sur les premie`res e´tapes [83 ;84 ;85 ; 86].
La toute premie`re simplification visant a` faciliter le calcul des inte´grales consiste
a` de´composer la PDF f2(~cp, ζp, βp; ~x, t) en quatre facteurs distincts n2, Nd(βp; ~x, t),
Gu(βp,~cp; ~x, t) et Gθ(βp, ζp; ~x, t) [85] tels que :
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f2(~cp, ζp, βp; ~x, t) = n2Nd(βp; ~x, t)Gu(βp,~cp; ~x, t)Gθ(βp, ζp; ~x, t) (4.1)
Les choix des trois PDFs vont eˆtre explicite´s dans les sections suivantes.
4.1 Pdf pre´sume´es
PDF pre´sume´e de diame`tre
Il existe de nombreuses formes de PDF pre´sume´es empiriques pour repre´senter
la re´partition des diame`tres d’un nuage polydisperse.
Les plus courantes sont re´pertorie´es ci-dessous. Afin de respecter les notations de
Babinsky [3] utilise´es sur les graphiques, la PDF de diame`tre correspondant a` Nd
dans ce travail est note´e de fac¸on ge´ne´rique f . F est la fonction de non de´passement
associe´e a` f et D¯ un diame`tre caracte´ristique de la re´partition.
– la distribution de Rosin-Ramler [60] est la plus ancienne :
f(d2) = qD¯−qd
q−1
2 exp(−(d2/D¯)q) (4.2)
ou` q est un parame`tre sans dimension d’e´cart au diame`tre caracte´ristique D¯.
C’est une loi tre`s utilise´e en raison de sa simplicite´ car cette PDF correspond
a` une re´partition cumule´e de la forme :
F (d2) = 1− exp(−(d2/D¯)q) (4.3)
Une illustration de l’influence des deux parame`tres est propose´e a` la Fig. 4.1.
– la loi log-normale a e´te´ propose´e par Kolmogorov [10] qui s’inte´ressait a` la
distribution d’un ensemble de particules solides lors d’un broyage continu :
f(d2) =
1√
2pi ln(σLN )d2
exp
− 1
2
[
ln
(
d2
D¯
)2
/ ln(σLN )2
]
(4.4)
ou` σLN est un parame`tre sans dimension d’e´cart au diame`tre caracte´ristique
D¯. Ce type de distribution est e´quivalent a` une re´partition gaussienne dont la
variable serait le logarithme du diame`tre. Une illustration de l’influence des
deux parame`tres est propose´e a` la Fig. 4.2.
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f(
d
2
)
d2
Fig. 4.1 – Valeurs typiques de la loi Rosin-Ramler, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.
f(
d
2
)
d2
Fig. 4.2 – Valeurs typiques de la loi log-normale, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.
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– la loi ’upper-limit’ (limite supe´rieure) est une modification de la loi log-normale
introduite par Mugele et Evans [41] pour prendre en compte un diame`tre
maximal Dmax :
f(d2) =
δDmax√
pid2(Dmax − d2) exp
−δ2
[
ln
(
d2/D¯
1−d2/Dmax
)2]
(4.5)
ou` δ = 1√
2 ln(σUL)
et σUL est un parame`tre sans dimension d’e´cart au diame`tre
caracte´ristique D¯. Une illustration de l’influence des trois parame`tres (D¯, Dmax
et σUL) est propose´e a` la Fig. 4.3.
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Fig. 4.3 – Valeurs typiques de la loi ’upper limit’, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.
– la loi ’root-normal’ (racine carre´ - normale) propose´e par Tate et Marshall [72]
pour de´crire la distribution des gouttes dans les sprays :
f(d2) =
1
2σRN
√
2pid2
exp
−12
[√
d2−
√
D¯
σRN
]2
(4.6)
ou` σRN est un parame`tre sans dimension d’e´cart au diame`tre caracte´ristique
D¯. Une illustration de l’influence des deux parame`tres (D¯ et σRN) est propose´e
a` la Fig. 4.4.
– la loi de Nukiyama-Tanasawa nomme´e d’apre`s ses auteurs [45] :
f(d2) = ad
p
2 exp(−bdq2) (4.7)
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Fig. 4.4 – Valeurs typiques de la loi ’root-normal’, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.
ou` b, p et q sont des parame`tres ajustables et a une constante de normalisation.
La largeur de la distribution et l’emplacement du diame`tre moyen est controˆle´
par ces trois parame`tres. D’apre`s Paloposki [48], cette distribution ne produit
des re´sultats physiques que si p > 1 et q > 0 ou p < −4 et q < 0. Le parame`tre p
est souvent fixe´ a` 2 [3]. Une illustration de l’influence des deux parame`tres (b
et q) est propose´e a` la Fig. 4.5 en prenant p = 2.
Il existe e´galement d’autres lois posse´dant plus de degre´s de liberte´ telles que les
lois log-hyperbolique ou log-hyperbolique a` trois parame`tres mais leur complexite´
pour le traitement analytique comme pour l’e´valuation nume´rique les rend de´licates
a` utiliser. Si l’on ajoute le fait que, selon les parame`tres choisis, la loi obtenue
conduit a` des comportements instables [3], on comprend que leur utilisation soit
peu diffuse´e.
Devant tant de formes pre´sume´es possibles, il est le´gitime de se demander si
l’une de ces lois pre´vaut sur les autres. Paloposki [48] a essaye´ de re´pondre a` cette
question en e´valuant l’e´cart entre ces lois et 22 distributions expe´rimentales. La
loi est cale´e au mieux sur la distribution expe´rimentale et un crite`re d’e´cart (χ2)
donne la pre´cision de la loi. Les plus pre´cises sont les lois Nukiyama-Tanasawa
et log-hyperbolique. Les lois log-normale et ’upper-limit’ produisent des re´sultats
raisonnablement pre´cis et la distribution de Rosin-Ramler et log-hyperbolique a`
trois parame`tres sont peu efficaces a` de´crire la re´alite´ expe´rimentale.
Dans ce travail, la re´partition de diame`tre Nd en un point est choisie log-normale.
Comme indique´ au paragraphe pre´ce´dent, il existe des lois plus pre´cises (et aussi
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f(
d
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d2
Fig. 4.5 – Valeurs typiques de la loi Nukiyama-Tanasawa, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.
plus couˆteuses). Ne´anmoins, afin de limiter les re´solutions nume´riques, le choix a
e´te´ fait de pousser le plus loin possible le de´veloppement analytique, ce qui ne´cessite
des proprie´te´s d’inte´gration symbolique que seule la loi log-normale offre. De plus,
elle permet avec seulement deux parame`tres de simuler des distributions varie´es
obtenues couramment en aval d’injecteurs de turbines a` gaz.
La forme choisie de Nd s’e´crit d’apre`s (4.4) avec cependant un choix le´ge`rement
diffe´rent quant a` la de´finition du parame`tre d’e´cart :
Nd(βp; ~x, t) =
1√
piσ̂βp
exp
−
[
ln
(
βp
d00
)2
/ (σ̂2)
]
(4.8)
ou` d00 repre´sente un diame`tre caracte´ristique du nuage de particules et σ̂ le para-
me`tre sans dimension d’e´cart a` ce diame`tre.
Pour quantifier l’influence de σ̂, les deux relations suivantes sont donne´es en exemple :∫ ebσd00
e−bσd00 Nd(d)dd ≈ 84% (4.9)
et : ∫ e2bσd00
e−2bσd00 Nd(d)dd ≈ 99.5% (4.10)
Les parame`tres a priori inconnus de Nd sont donc d00 et σ̂. Une illustration de
l’influence de ces deux parame`tres (d00 et σ̂) est propose´e a` la Fig. 4.6.
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Fig. 4.6 – Valeurs typiques de Nd.
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PDF de vitesse
La distribution de vitesse Gu pour un diame`tre donne´ est choisie gaussienne. En
approche quasi-brownienne isotrope [67], cette re´partition est naturelle, et les re´-
cents travaux de Re´veillon et al [57] ont montre´ que cette hypothe`se se ve´rifiait
e´galement dans le cas de flammes de spray, (qui est une application principale de
ce mode`le).
La forme choisie de Gu est :
Gu(βp,~cp; ~x, t) =
1√
2piEτ
exp
−(~cp − ~uτ (βp))2Eτ
2
(4.11)
ou` Eτ est un parame`tre assimilable a` une e´nergie cine´tique et ~uτ la vitesse condi-
tionne´e par le diame`tre. Cette vitesse repre´sente la vitesse probable des gouttes de
meˆme diame`tre et se de´finit de fac¸on analytique par :
~uτ (d2) =
∫
~cpf2(~cp, ζp, βp = d2; ~x, t,Hf )d~cpdζp (4.12)
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Les parame`tres inconnus a priori de Gu sont ~uτ et Eτ .
Gu(βp,~cp; ~x, t) sera note´e Gu par souci de simplification lorsqu’il n’y aura pas d’am-
bigu¨ıte´. Les proprie´te´s remarquables de Gu sont pre´sente´es ci-dessous et seront
utilise´es lors du calcul explicite des termes de fermeture du mode`le multidisperse :
∫
Ωu
~cpGud~cp = ~uτ (4.13)∫
Ωu
(~cp − ~uτ )Gud~cp = 0 (4.14)∫
Ωu
(~cp − ~uτ )2Gud~cp =
∫
Ωu
(~c 2p − ~u 2τ )Gud~cp (4.15)
= 2Eτ (4.16)∫
Ωu
~c 2p Gud~cp = ~u
2
τ + 2Eτ (4.17)
PDF de tempe´rature
En l’absence de donne´es expe´rimentales de´taille´es sur la re´partition de tempe´ra-
ture dans les brouillards de particules, la fonction de distribution de tempe´rature
Gθ est choisie e´galement gaussienne sans autre but que de pouvoir donner un degre´
de liberte´ au syste`me thermodynamique.
La forme choisie de Gθ s’e´crit :
Gθ(βp, ζp; ~x, t) =
1√
2piEΓ
exp
−(ζp − θΓ(βp))2EΓ
2
(4.18)
ou` EΓ repre´sente un parame`tre de dispersion et θΓ la tempe´rature conditionne´e par
le diame`tre de´finie selon :
θΓ(d2) =
∫
ζpf2(~cp, ζp, βp = d2; ~x, t,Hf )d~cpdζp (4.19)
Les parame`tres inconnus a priori de Gθ sont θΓ et EΓ.
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4.2 Calcul analytique des moments
Moment d’ordre ze´ro
Les trois lois sont choisies norme´es et, bien que Gu et Gθ de´pendent de βp, leurs
inte´grales respectives sont choisies inde´pendantes de βp :
∫
Ωd
Nd(βp; ~x, t)dβp = 1 (4.20)∫
Ωu
Gu(βp,~cp; ~x, t)d~cp = 1 (4.21)∫
Ωθ
Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp = 1 (4.22)
Les hypothe`ses (4.8), (4.11) et (4.18) ve´rifient la relation du moment d’ordre ze´ro :
∫∫∫
Ω
f2(~cp, ζp, βp; ~x, t)dβpd~cpdζp =
∫∫∫
Ω
n2Nd(βp; ~x, t)Gu(βp,~cp; ~x, t)Gθ(βp, ζp; ~x, t)dβpd~cpdζp
= n2
∫
Ωd
Nd(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
=1
∫
Ωu
Gu(βp,~cp; ~x, t)d~cp︸ ︷︷ ︸
=1
∫
Ωθ
Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp︸ ︷︷ ︸
=1
= n2
(4.23)
avec, pour un cas tridimensionnel, Ωd = R+, Ωu = R3 et Ωθ = R+.
Ces hypothe`ses impliquent e´galement que la moyenne statistique de toute grandeur
ne de´pendant que de d2 s’e´crit simplement :
{Ψ(d2)}2 = n2
n2
∫
Ωd
Ψ(βp)Nd(βp; ~x, t)dβp
∫
Ωu
Gu(βp,~cp; ~x, t)d~cp
∫
Ωθ
Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp
=
∫
Ωd
Ψ(βp)Nd(βp; ~x, t)dβp
(4.24)
A l’aide de quelques manipulations sur les moments de f2, il est possible de remonter
aux grandeurs transporte´es du proble`me et d’en de´duire une relation de´terminante
pour chaque parame`tre inconnu des FDP pre´sume´es.
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Moment de diame`tre d’ordre quelconque
Le moment d’ordre γ associe´ au diame`tre βp s’e´crit de fac¸on ge´ne´rique [83] :
Sγ = n2{dγ2}2 =
∫∫∫
Ω
βγp f2(~cp, ζp, βp; ~x, t)d~cpdζpdβp
= n2
∫∫∫
Ω
βγpNd(βp; ~x, t)Gu(βp,~cp; ~x, t)Gθ(βp, ζp; ~x, t)d~cpdζpdβp
= n2
∫
Ω
βγpNd(βp; ~x, t)dβp
(4.25)
En injectant la forme de Nd (4.8) dans l’e´quation des moments du diame`tre (4.25),
Sγ s’e´crit apre`s inte´gration analytique :
Sγ = n2d
γ
00 exp(σ̂
2γ2/4) (4.26)
soit :
{dγ2}2 = dγ00 exp(σ̂2γ2/4) (4.27)
Les moments Sγ sont relie´s aux grandeurs transporte´es par les relations :
S0 = n2 (4.28)
S2 =
1
pi
Σ2 (4.29)
S3 =
6
pi
α2 (4.30)
Et les grandeurs transporte´es sont relie´es aux parame`tres des formes pre´sume´es par
les relations :
α2 =
pi
6
n2d
3
00 exp
(
9
4
σ̂2
)
(4.31)
Σ2 = pin2d200 exp(σ̂
2) (4.32)
Diame`tres moyens
A partir des moments Sγ, il est possible de de´finir des diame`tres moyens dpq [83 ;
84 ; 85] de´finis tels que :
74
4.2 Calcul analytique des moments
dpq =
Sp
Sq
“
1
p−q
”
, p 6= q (4.33)
Le diame`tre moyen de Sauter correspond a` d32.
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4.3 De´termination des parame`tres
4.3.1 De´termination de d00 et σ̂
Le nombre de gouttes peut eˆtre e´limine´ de l’e´quation (4.26) en utilisant le cas
γ = 3 (choix arbitraire) tel que de´crit en e´coulement a` particules ou a` bulles selon
[83] :
S3 = n2d300 exp(σ̂
232/4) (4.34)
⇒ n2 = 6α2
pi
d−300 exp
(−9σ2
4
)
(4.35)
En combinant (4.26) et (4.35), Sγ s’exprime sous la forme :
Sγ =
6
pi
α2d
γ−3
00 exp
[
σ̂2
4
(γ2 − 9)
]
(4.36)
A l’aide des cas particuliers γ = 2 et γ = 3 et des relations (4.29) et (4.30) qui relient
respectivement S2 et S3 a` α2 et Σ2, il est possible de de´duire une expression de σ̂
uniquement en fonction des grandeurs transporte´es :
σ̂ =
√
2
3
ln
(
36pin2α22
Σ32
)
(4.37)
Une fois σ̂ connu, l’expression de d00 peut eˆtre de´duite :
d00 =
(
6α2
n2pi
exp
(−2.25σ̂2))1/3 (4.38)
ou sans utiliser σ̂ :
d00 =
Σ3/22
(pin2)5/6(6α2)2/3
(4.39)
La pre´sence de puissances non entie`res rend cette dernie`re expression tre`s de´licate
au niveau nume´rique et ne sera donc utilise´e que dans les de´veloppements analy-
tiques.
Equations de transport de d00 et σ̂
2
En exprimant α2 et Σ2 en fonction de n2, d00 et σ̂ a` l’aide des relations (4.31) et
(4.32) et en reportant dans leurs e´quations de transport respectives (3.60), (3.66), on
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obtient un syste`me d’Equation aux De´rive´es Partielles (EDP) :
∂
∂t
(n2pi/6d300e
9bσ2/4) + ∂
∂xi
(n2pi/6d300e
9bσ2/4)U2,i = J1
∂
∂t
(n2pid200e
bσ2) + ∂
∂xi
(n2pid200e
bσ2)U2,i = J2
∂
∂t
n2 + ∂∂xi
n2U2,i = J3
(4.40)
avec 
J1 =
Γ2
ρ2
J2 = T(σ2) + C(σ2) + Γs
J3 = T( 1m2 ) + C(1)
(4.41)
Apre`s de´veloppement, ce syste`me peut se mettre sous la forme :
α2
(
1
n2
(
∂
∂t
(n2 + ∂∂xi
n2U2,i
)
+ 3
d00
(
∂
∂t
d00 + U2,i ∂∂xi
d00
)
+ 94
(
∂
∂t
σ̂2 + U2,i ∂∂xi
σ̂2
))
= J1
Σ2
(
1
n2
(
∂
∂t
(n2 + ∂∂xi
n2U2,i
)
+ 2
d00
(
∂
∂t
d00 + U2,i ∂∂xi
d00
)
+
(
∂
∂t
σ̂2 + U2,i ∂∂xi
σ̂2
))
= J2
∂
∂t
n2 + ∂∂xi
n2U2,i = J3
(4.42)
Par substitution et combinaisons line´aires, la re´solution de ce syste`me donne :
1
d00
(
∂d00
∂t
+ U2,i
∂d00
∂xi
)
= − 2J1
3α2
+
3J2
2Σ2
− 5J3
6n2
(4.43)
∂σ̂2
∂t
+ U2,i
∂σ̂2
∂xi
=
2J1
3α2
− J2
Σ2
+
J3
3n2
(4.44)
Ces e´quations montrent que d00 et σ̂2 se comportent comme des scalaires passifs en
l’absence d’e´vaporation et de flux de´corre´le´s (ce qui est le cas en monodisperse).
On remarque e´galement que d00 et σ̂2 ont des variations a priori de signe oppose´.
Si, par ailleurs, on re´e´crit l’e´quation (4.43) en faisant apparaˆıtre ln(d00), on obtient :
∂ln(d00)
∂t
+ U2,i
∂ln(d00)
∂xi
= − 2J1
3α2
+
3J2
2Σ2
− 5J3
6n2
(4.45)
L’e´criture sous cette forme permet alors de constater que σ̂2 varie line´airement en
fonction des flux de´corre´le´s alors que d00 varie de fac¸on exponentielle.
4.3.2 De´termination de ~uτ
La vitesse ~uτ introduite a` l’e´quation (4.21) est une inconnue qui ne´cessite d’eˆtre
e´value´e pour fermer le mode`le. On choisit de pre´sumer cette forme.
L’approche par vitesse pre´sume´e a de´ja` e´te´ explore´e en Lagrangien [55 ; 54]. Les
travaux de Ferry et Balachandar [19] notamment se basent sur une hypothe`se de
de´veloppement de la vitesse particulaire autour de la vitesse gazeuse. A condition
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que le temps de relaxation de la particule τdrag soit suffisamment petit devant le
temps caracte´ristique de la turbulence τturb, ils proposent :
~V (k) = ~u1 − τ (k)drag
D~u1
Dt
+O
(
τ
(k)
drag
2
)
(4.46)
Cette forme fait l’hypothe`se que la particule va suivre le champ gazeux avec un
retard proportionnel a` son temps de relaxation. Dans sa de´finition meˆme, cette me´-
thode ne peut s’appliquer qu’a` des particules pre´dispose´es a` suivre le fluide porteur,
c’est pourquoi elle ne´cessite des particules a` faible St.
Une forme pre´sume´e est de´veloppe´e ici spe´cifiquement pour les e´coulements Eu-
leriens, pour toute la gamme de St, sans hypothe`se sur le temps de relaxation des
particules.
Dans le cadre de particules soumises principalement a` un effort de traˆıne´e, le
mouvement d’une particule est quasiment conditionne´e par le Stokes associe´ a` son
diame`tre. Cette proprie´te´ va eˆtre utilise´e pour distinguer trois re´gimes :
1. A part dans la zone d’injection, plus une particule posse`de un faible Stokes,
plus sa vitesse est proche de la vitesse du gaz.
2. Plus une particule posse`de un fort Stokes, plus sa vitesse est proche de sa
vitesse d’injection.
3. Il existe un diame`tre appele´ dSt qui marque la se´paration entre les comporte-
ments 1. et 2.
La vitesse moyenne de particules de meˆme diame`tre ~uτ est pre´sume´e de fac¸on a`
respecter ces trois re´gimes :
~uτ = ~u1 + (~u∞ − ~u1) exp
(
−d
2
St
d22
)
(4.47)
Une repre´sentation monodimensionnelle de ~uτ dans le cas ou` u∞ > u1 est propose´e
a` la Fig. 4.7.
Les diffe´rents parame`tres de la forme pre´sume´e de ~uτ vont maintenant eˆtre ex-
plicite´s.
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u!(d2)
u"
u1
dSt/d2
Fig. 4.7 – Forme pre´sume´e de la vitesse conditionne´e
Parame`tres de ~uτ
dSt repre´sente le diame`tre tel que St(dSt) = 1. C’est un diame`tre fictif, en partie
de´fini par l’utilisateur, qui sert a` marquer la se´paration entre les comportements de
traceur et de projectile lourd.
Son expression est :
dSt =
(
18µ1
ρ2
τconv
)1/2
(4.48)
ce qui peut aussi se mettre sous la forme :
dSt =
1√
St(d2 = 1)
(4.49)
Dans la relation (4.48), les valeurs de µ¯1 et ρ¯2 utilise´es sont les valeurs locales.
Par contre, le temps caracte´ristique de convection τconv est un parame`tre libre qui
ne´cessite d’eˆtre donne´ par l’utilisateur. Des re`gles d’estimation de ce parame`tre
sont donne´es a` la sous-section 9.1.4.
La vitesse ~u∞ est une e´valuation de la vitesse des particules de plus fort Stokes
mais sert e´galement d’estimation de la vitesse d’injection des particules. Cette vi-
tesse est un parame`tre qui se de´duit de la de´finition (3.25) de U2 en remplac¸ant ~uτ
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par la forme pre´sume´e (4.47) :
~U2 = < ~u2 >2 =
1
α2
∫
pi
6
β3p~cpf2(~cp, ζp, βp; ~x, t)d~cpdζpdβp
=
pin2
6α2
∫
β3p~uτ (βp)N(βp; ~x, t)dβp
= ~u1 + (~u∞ − ~u1)pin26α2
∫
β3p exp
(
−d
2
St
β2p
)
N(βp; ~x, t)dβp
= ~u1 + (~u∞ − ~u1)
∫
n2β
3
p
S3
exp
(
−d
2
St
β2p
)
N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
K3(d∗)
(4.50)
avec S3 de´fini en (4.36) et K3(d∗) une fonction adimensionnelle de la variable adi-
mensionnelle d∗ de´finie par la relation :
d∗ =
√
St(d00) =
d00
dSt
(4.51)
K3(d∗) ne de´pend que de grandeurs connues et sa connaissance permettrait de for-
muler explicitement ~u∞ :
~u∞ = ~u1 +
~U2 − ~u1
K3(d∗)
(4.52)
Comme la moyenne d’un ensemble est force´ment comprise entre les valeurs ex-
treˆmes prises par cet ensemble et que, par construction, |uτ,i(d2)− u1,i| ≤ |u∞,i − u1,i|
et |uτ,i(d2)− u∞,i| ≤ |u∞,i − u1,i|, on peut e´noncer que :
0 ≤ K3(d∗) ≤ 1 (4.53)
Pour le cas particulier ~u∞ = ~u1, la re´partition (4.47) impose ~U2 = ~u1. Dans ce cas de
figure, en prolongeant par continuite´, K3(d∗) vaut tout simplement 1.
De´termination de K3
Dans le cas particulier ou` toutes les particules proviennent de la meˆme source et
ont e´te´ injecte´es a` la meˆme vitesse ’~uinj’, il est plus simple de spe´cifier directement
’~u∞=~uinj’ dans (4.47). Dans le cas contraire, ’K3(d∗)’ ne´cessite d’eˆtre e´value´ mais
n’est pas calculable symboliquement sous la forme de´finie en (4.50) car la quantite´
e
−d
2
St
β2p N(βp; ~x, t) n’est pas inte´grable analytiquement.
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A l’inverse, la fonction inte´grale
∫
βγpN(βp; ~x, t)dβp est connue analytiquement pour
tout γ re´el et cette inte´grale s’e´crit :
∫
βγpN(βp; ~x, t)dβp =
1
2
dγ00e
(γbσ/2)2Erf
(
ln(βp/d00)
σ̂
− γσ̂
2
)
(4.54)
L’inte´grale (4.54) peut eˆtre estime´e en approximant e
−d
2
St
β2p par morceaux sur [0, dSt]
et [dSt,+∞] par des polynoˆmes :
e
−d
2
St
d22 =
 c1
(
d2
dSt
)p1
si d2 ∈ [0, dSt]
1− c2
(
d2
dSt
)p2
si d2 ∈ [dSt,+∞]
(4.55)
ou` c1 = 0.39, p1 = 3.27, c2 = 0.8, p2 = −1.58.
Une visualisation de la fonction et de son approximation sont propose´es a` la Fig. 4.8.
Les e´carts observables ne sont pas pe´nalisants dans le sens ou` l’on cherche a` expri-
mer un effet de transition entre deux comportements asymptotiques et non pas une
quantification exacte de la re´partition des vitesses.
0 2 4 6 8 10
d/dSt
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0.8
1
Courbe originale
Courbe interpolée
Fig. 4.8 – Interpolation de e−
d2St
d2
A l’aide de l’approximation (4.55), K3(d∗) s’exprime sous la forme :
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K3(d∗) =
∫ dSt
0
c1
(
d
dSt
)p1
dd+
∫ ∞
dSt
(
1− c2
(
d
dSt
)p2)
dd (4.56)
Et, en inte´grant analytiquement graˆce a` la relation (4.54), on obtient :
K3(d∗) =
c1
2
(d∗)p1 exp
(„
(3+p1)2−9
4
«bσ2)(1−Erf( ln(d∗)
σ̂
+
(3 + p1)σ̂
2
))
+
1
2
(
1 +Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+ σ̂
))
− c2
2
(d∗)p2 exp
(„
(3+p2)2−9
4
«bσ2)(1 +Erf( ln(d∗)
σ̂
+
(3 + p2)σ̂
2
)) (4.57)
La connaissance de K3(d∗) donne ~u∞ qui donne a` son tour ~uτ . Ces expressions
permettent de finaliser le mode`le multidisperse aux travers du calcul des diffe´rents
termes de fermeture.
4.3.3 De´termination de θΓ et EΓ
La tempe´rature θΓ introduite a` l’e´quation (4.22) est une inconnue qui doit eˆtre
e´value´e pour fermer le mode`le. En premie`re approche, on suppose cette tempe´rature
inde´pendante de d2.
θΓ = θ2 (4.58)
et EΓ est choisi constant et e´gal a`
√
2.
La proposition d’une forme pre´sume´e de θΓ permettant de prendre en compte une
dispersion de tempe´rature corre´le´ a` la dispersion de diame`tre est une des perspec-
tives de ce travail.
4.4 Flux de´corre´le´s
Les flux de´corre´le´s repre´sentent le transport moyen de quantite´s selon une vitesse
d’e´cart moyenne a` la vitesse moyenne en raison de l’entraˆınement diffe´rencie´ des
particules selon leur taille. C’est une particularite´ de l’aspect polydisperse : ces flux
sont nuls en monodisperse.
Une illustration permet de concevoir ce que repre´sente un flux de´corre´le´ de densite´
de particules (Fig. 4.9). Un cas concret avec des particules de tailles diffe´rentes est
mis en paralle`le avec un cas statistique repre´sentatif du cas re´el.
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En partant du cas concret pour de´terminer des proprie´te´s d’ensemble, on voit que
la particule tre`s lourde est pre´ponde´rante sur le calcul de la vitesse me´soscopique
massique < ~u2 >2= ~U2. Les particules le´ge`res beaucoup plus nombreuses sont par
contre pre´ponde´rantes pour le calcul de la moyenne statistique {~u2}2. Chaque par-
ticule le´ge`re pre´sente un e´cart important a` la vitesse ~U2, note´ u”2. La moyenne de
ces e´carts repre´sente la vitesse de´corre´le´e moyenne {~u”2}2 .
Si la densite´ de particules est transporte´e selon la vitesse ~U2, c’est-a`-dire si on ’for-
ce’ les particules le´ge`res a` suivre la trajectoire des plus lourdes, on aura infle´chi
leur trajectoire de fac¸on artificielle. Dans le but de permettre a` chaque particule de
poursuivre une trajectoire physique - les lourdes comme les le´ge`res et tous les inter-
me´diaires imaginables e´galement - il est donc ne´cessaire de distinguer dans quelle
direction va eˆtre transporte´e la plus grande partie de la masse (la particule lourde)
et dans quelle direction va eˆtre transporte´e le plus grand nombre (les particules
le´ge`res).
Dans la formulation par filtrage statistique, la fraction massique α2ρ2 repre´sente la
masse et la densite´ de particule n2 repre´sente le plus grand nombre. Donc α2ρ2 doit
eˆtre transporte´e selon < ~u2 >2 et n2 selon {~u2}2. Comme le syste`me choisi transporte
toutes les grandeurs a` la vitesse < ~u2 >2, il est ne´cessaire de prendre en compte le
terme correctif {~u”2}2 pour le transport de la densite´ de particule et le terme T( 1m2 )
repre´sente le flux moyen de densite´ de particules correspondant a` cette vitesse cor-
rective.
Un autre e´le´ment important illustre´ sur la figure est l’agencement des vitesses
< ~u2 >2 et {~u2}2 par rapport a` la vitesse du fluide porteur ~u1. Comme la traˆıne´e est
une force de rappel vers la vitesse du fluide porteur et que les particules les plus
lourdes associe´es a` la vitesse < ~u2 >2 sont aussi celles qui relaxent le moins vite, il
est possible d’e´crire en conside´rant ~u1 constant dans le temps :
~u∞ − ~u1 = k1(< ~u2 >2 −~u1) (4.59)
< ~u2 >2 −~u1 = k2({~u2}2 − ~u1) (4.60)
avec 0 ≤ k2 ≤ k1 ≤ 1, ce qui revient a` dire que < ~u2 >2 est ge´ome´triquement toujours
’entre’ ~u∞ et ~u1 et que {~u2}2 est ge´ome´triquement toujours ’entre’ < ~u2 >2 et ~u1.
Cette proprie´te´ permet de de´finir a priori les trajectoires probables d’un nuage
polydisperse.
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< u2>2
{u"2}2
{u2}2
u1
Nuage statistique
équivalent
u1
Nuage physique
de démonstration
Fig. 4.9 – Illustration du flux de´corre´le´ moyen de densite´ de particules
4.4.1 Flux de´corre´le´ moyen de densite´ de particules
L’e´quation (3.55) fait apparaˆıtre un terme T( 1m2 ) non ferme´ et de´fini selon :
T(
1
m2
) = − ∂
∂xi
n2{u”2,i}2 (4.61)
Ce terme repre´sente le flux de particules par transport de´corre´le´ moyen, ou, ex-
prime´ autrement, le transport des particules par leur e´cart a` la vitesse me´soscopique
massique ~U2.
L’e´criture de ce terme exprime en fait que le transport de la densite´ de particule
n2 doit s’effectuer a` la vitesse {~u2}2. Cependant, cette vitesse ne fait pas partie
des variables choisies dans description utilise´e. Il apparaˆıt donc un terme de flux
provenant de la de´composition de {~u2}2 en < ~u2 >2 +{~u”2}2 (3.29) qui repre´sente la
correction a` apporter au flux de n2 pour obtenir le transport par {~u2}2 dans un
nuage polydisperse.
Dans le but d’e´valuer les flux de´corre´le´s, il faut donc exprimer la quantite´ n2{u”2}2
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a` partir des variables connues :
n2{u”2,i}2 = n2{u2,i − U2,i}2
= n2{u2,i}2 − n2U2,i
=
∫
cp,if2(cp,i, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp − n2U2,i
= n2
∫
Ωd
(∫
Ωu
cp,iGu(βp, cp,i; ~x, t)dcp,i
)
N(βp; ~x, t)dβp
∫
Ωθ
Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp︸ ︷︷ ︸
=1
−n2U2,i
(4.62)
Graˆce a` la relation (4.13), l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
n2{u”2,i}2 = n2
∫
Ωd
uτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp − n2U2,i (4.63)
Le premier terme de droite est le seul a` devoir eˆtre de´veloppe´ :
∫
Ωd
uτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp =
∫ +∞
0
[
u1,i + (u∞,i − u1,i)e
− d
2
St
β
p2
]
N(βp; ~x, t)dβp
= u1,i + (u∞,i − u1,i)
∫ +∞
0
e
− d
2
St
β
p2 N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
K0(d∗)
(4.64)
ou` K0(d∗) repre´sente une fonction adimensionnelle que l’on peut calculer a` l’aide
des relations (4.54) et (4.55) :
K0(d∗) =
c1
2
(d∗)p1 exp
(
p21bσ2
4
)(
1−Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+
p1σ̂
2
))
+
1
2
(
1 +Erf
(
ln(d∗)
σ̂
))
− c2
2
(d∗)p2 exp
(
p22bσ2
4
)(
1 +Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+
p2σ̂
2
)) (4.65)
Comme la moyenne d’un ensemble est force´ment comprise entre les valeurs extreˆmes
prises par cet ensemble et que, par construction, |uτ,i(d2)−U2,i| ≤ max(|U2,i−u1,i|, |U2,i−
u∞,i|), on peut e´noncer que
0 ≤ K0(d∗) ≤ 1 (4.66)
En simplifiant, n2{u”2,i}2 s’e´crit :
n2{u”2,i}2 = [(u1,i − U2,i) +K0(d∗)(u∞,i − u1,i)]n2 (4.67)
et enfin en utilisant la relation (4.52), n2{u”2,i}2 s’e´crit aussi :
n2{u”2,i}2 = (u1,i − U2,i)
(
1− K0(d
∗)
K3(d∗)
)
n2 (4.68)
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4.4.2 Flux de´corre´le´ moyen de densite´ de surface
T( σ2m2 ) = − ∂∂xin2{σ2u”2,i}2 repre´sente le flux de surface par transport de´corre´le´
moyen. De meˆme que pour la densite´ de particules, la densite´ de surface est trans-
porte´e a` la vitesse {~u2}2 et ne´cessite un terme de correction de flux.
{n2σ2u”2,i}2 = n2{σ2u2,i − U2,i}2
= n2{σ2u2,i}2 − n2{σ2}2U2,i
=
∫
σpcp,if2(cp,i, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp − Σ2U2,i
(4.69)
En remplac¸ant f2 par sa forme pre´sume´e, en utilisant la relation (4.13) et en simpli-
fiant, la fermeture s’e´crit :
n2{σ2u”2,i}2 = n2pi
∫
Ωd
β2puτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp − Σ2U2,i (4.70)
Le premier terme de droite est le seul a` devoir eˆtre de´veloppe´ :
∫
Ωd
β2puτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp =
∫ +∞
0
β2p
[
u1,i + (u∞,i − u1,i)e
− d
2
St
β
p2
]
N(βp; ~x, t)dβp
= u1,iS2 + (u∞,i − u1,i)
∫ +∞
0
β2pe
− d
2
St
β
p2 N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
K2(d∗)
= (u1,i − U2,i)Σ2 +K2(d∗)(u∞,i − u1,i)Σ2
(4.71)
et enfin en utilisant la relation (4.52), n2{σ2u”2,i}2 s’e´crit simplement :
n2{σ2u”2,i}2 = (u1,i − U2,i)
(
1− K2(d
∗)
K3(d∗)
)
Σ2 (4.72)
ou` K2(d∗) repre´sente une fonction adimensionnelle que l’on peut calculer a` l’aide
des relations (4.54) et (4.55) :
K2(d∗) =
c1
2
(d∗)p1 exp
(„
(2+p1)2
4 −1
«bσ2)(1−Erf( ln(d∗)
σ̂
+
(2 + p1)σ̂
2
))
+
1
2
(
1 +Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+ σ̂
))
− c2
2
(d∗)p2 exp
(„
(2+p2)2
4 −1
«bσ2)(1 +Erf( ln(d∗)
σ̂
+
(2 + p2)σ̂
2
)) (4.73)
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4.4.3 Flux de´corre´le´ moyen de QDM
Le terme T(u”2,j) = − ∂∂xj α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 repre´sente le flux de QDM par trans-
port de´corre´le´ moyen. Ce sont avec le flux de´corre´le´ d’EQB le seuls termes non nuls
en monodisperse car ils ne de´pendent pas du diame`tre. Ces termes ont donc de´ja`
e´te´ e´tudie´ et il est par conse´quent possible de s’inspirer des corre´lations existantes.
D’apre`s les travaux de Simonin [67] et Kaufmann [27], α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 est mo-
de´lise´ par analogie avec le tenseur des contraintes des e´quations de Navier-Stokes a`
l’aide d’une pression pour les termes diagonaux et d’une viscosite´ pour les termes
anti-diagonaux :
α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2= pQBδij + τ2,ij (4.74)
ou`
τ2,ij = µQB
(
∂u2,j
∂xi
+
∂u2,i
∂xj
− 2
3
∂u2,k
∂xk
δij
)
(4.75)
avec τ2,ij tenseur des contraintes visqueuses, pQB pression quasi-brownienne et µQB
viscosite´ cine´matique quasi-brownienne.
Pression quasi-brownienne
La pression quasi-brownienne pQB peut eˆtre estime´e selon une approximation
de Boussinesq en faisant une analogie entre la de´finition thermodynamique de la
tempe´rature (grandeur caracte´risant l’agitation des mole´cules) et la de´finition de
l’e´nergie quasi-brownienne (grandeur caracte´risant l’agitation des particules). Dans
ce cas, elle s’e´crit sous la forme d’une e´quation d’e´tat selon :
PQB =
2
3
EQB (4.76)
Il est alors ne´cessaire d’utiliser l’e´quation de transport de l’e´nergie quasi-brownienne
(3.78) pour connaˆıtre EQB.
La pression quasi-brownienne peut e´galement eˆtre e´value´e sans transporter d’e´qua-
tion graˆce a` une corre´lation base´e sur un bilan de QDM en turbulence homoge`ne
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isotrope comme propose´ par Fe´vrier [21] :
pQB = 23ηQB qp2 (4.77)
ηQB = 4
qf@pqp2
(qfp)2
− 1 (4.78)
qf@p = qf2 =
1
2 < u1,iu1,i >2 (4.79)
qp2 =
1
2 < u2,iu2,i >2 (4.80)
qfp = 12 < u1,iu2,i >2 (4.81)
Dans ce cas, seule la partie diagonale du tenseur (α2ρ2 < u”2,iu”2,i >2) est consi-
de´re´e.
Viscosite´ quasi-brownienne
Le tenseur pre´sente´ en (4.75) posse`de un parame`tre visqueux. Dans les e´quations
de Navier-Stokes, ce terme contient un temps caracte´ristique de collision entre les
mole´cules. Pour les e´coulements diphasiques, en l’absence de collision, le temps
caracte´ristique utilise´ pour la mode´lisation est le temps de relaxation des particules
τdrag. La viscosite´ quasi-brownienne se de´finit alors selon :
νQB =
τdrag
3
EQB (4.82)
A nouveau, la connaissance du terme EQB est ne´cessaire pour e´valuer cette viscosite´.
La viscosite´ cine´tique et la viscosite´ dynamique sont relie´e par :
µQB = α2ρ2νQB (4.83)
La pertinence de cette mode´lisation dans une configuration turbulente anisotrope
est discute´e au chapitre 7.
4.4.4 Flux de´corre´le´ moyen d’EQB et diffusion quasi-brownienne
L’e´quation de transport d’e´nergie quasi-brownienne (3.78) pre´sente une corre´-
lation de troisie`me ordre note´e T(12u”2,ju”2,j). Dans la simulation statistique des
e´coulements diphasiques, cette corre´lation est mode´lise´e par un terme diffusif selon
l’e´quivalent d’une loi de Fick pour la tempe´rature [67] :
α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2= −κQB ∂EQB
∂xi
(4.84)
avec κQB diffusion quasi-brownienne.
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Diffusion quasi-brownienne
La diffusion quasi-brownienne κQB est mode´lise´e par analogie au coefficient de
diffusion de l’e´nergie cine´tique fluctuante des particules du mode`le a` deux-fluides
[67] [68] :
κQB =
10
27
α2ρ2EQB (4.85)
La pertinence de cette mode´lisation dans une configuration turbulente anisotrope
est discute´e au chapitre 7.
4.4.5 Efforts exte´rieurs
Pour des particules lourdes, avec des diame`tres assez petits, les effets d’histoire
et de masse ajoute´e sont ne´gligeables [27]. Les efforts exte´rieurs sont donc re´duits a`
la traˆıne´e de Stokes (cf e´galement l’hypothe`se 6 p.56). La correction de Tchen[73]
est ajoute´e pour la prise en compte de la turbulence et la traˆıne´e mode´lise´e pour
une particule s’e´crit :
Fi
m2
=
u1,i − u2,i
τdrag(d2)
(4.86)
ou` τdrag(d2) repre´sente le temps de Stokes (2.8) pour une particule de diame`tre d2.
Traˆıne´e polydisperse
En injectant l’expression (4.86) dans α2ρ2 <
Fi
m2 >2 et en utilisant les relations
(4.47) et (4.13), le terme source de traˆıne´e moyen Fd,i s’e´crit :
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Fd,i = α2ρ2 <
Fi
m
>2
= α2ρ2
〈
u1,i − u2,i
τdrag(d2)
〉
2
=
piρ2
6
∫
β3p
(
u1,i − u2,i
τdrag(βp)
)
f2(cp,i, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp
=
α2ρ2
τdrag(d00)
1
d00e
9bσ2/4
∫
Ωd
βp (u1,i − uτ,i)N(βp; ~x, t)dβp
=
α2ρ2
τdrag(d00)
1
d00e
9bσ2/4
∫ +∞
0
βp(u1,i − u∞,i)e
− d
2
St
β
p2 N(βp; ~x, t)dβp
=
α2ρ2
τdrag(d00)
(u1,i − u∞,i) 1
d00e
9bσ2/4
∫ +∞
0
βpe
− d
2
St
β
p2 N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
K1(d∗)
= α2ρ2
(
u1,i − u∞,i
τdrag(d00)
)
K1(d∗)
(4.87)
et enfin en utilisant la relation (4.52), Fd,i s’e´crit simplement :
Fd,i = α2ρ2
(
u1,i − U2,i
τdrag(d00)
)
K1(d∗)
K3(d∗)
(4.88)
ou` K1(d∗) repre´sente une fonction adimensionnelle que l’on peut calculer a` l’aide
des relations (4.54) et (4.55) :
K1(d∗) =
c1
2
(d∗)p1 exp
(„
(1+p1)2−9
4
«bσ2)(1−Erf( ln(d∗)
σ̂
+
(1 + p1)σ̂
2
))
+
1
2
exp
(−2σ̂2)(1 +Erf( ln(d∗)
σ̂
+
σ̂
2
))
− c2
2
(d∗)p2 exp
(„
(1+p2)2−9
4
«bσ2)(1 +Erf( ln(d∗)
σ̂
+
(1 + p2)σ̂
2
)) (4.89)
On peut se demander comment une variation de τconv influe sur la valeur de la
traˆıne´e. Si l’on conside`re tout d’abord d∗(τconv), en de´veloppant, on obtient :
d∗(τconv) = d00 ∗
(
18µ1
ρ2
τconv
)−1/2
(4.90)
La fonction d∗(τconv) est donc de´croissante. On e´tudie ensuite la de´rive´e de K1(d∗),
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il vient :
∂K1
∂d∗
=
1
d00e
9bσ2/4 ∂∂d∗
∫ +∞
0
βpe
− d
2
St
β
p2 N(βp; ~x, t)dβp
=
d2St
d00e
9bσ2/4 ∂∂d∗
∫ +∞
0
d∗e−d
∗2
N(d∗; ~x, t)dd∗
=
d2St
d00e
9bσ2/4 d∗e−d∗2N(d∗; ~x, t)
(4.91)
Tous les termes de droite sont positifs, on peut donc en de´duire que K1(d∗) est une
fonction croissante et que, par conse´quent, K1(τconv) est une fonction de´croissante.
Si l’on diminue τconv, la traˆıne´e augmente.
Finalement, les fermetures choisies ne de´pendent que d’un seul parame`tre a` fixer
par l’utilisateur, le temps convectif particulaire τconv qui permet de calculer ’d∗’ le
rapport du diame`tre local au diame`tre limite se´parant les comportements balis-
tiques et particulaires et qui pilote les comportements dynamiques de´corre´le´s de
sous-mailles.
Tenseur des contraintes dans l’e´quation de transport d’EQB
Le terme WQB = α2ρ2 < u”2,i
F2,i
m2 >2 de l’e´quation (3.78) repre´sente le travail des
efforts exte´rieurs associe´ au mouvement de´corre´le´. C’est un terme qui peut eˆtre
ge´ne´rateur ou destructeur d’e´nergie cine´tique de´corre´le´e.
Par consistance avec le mode`le pre´sente´ en (4.75), ce terme s’e´crit :
WQB = − 2
τdrag
α2ρ2EQB − (PQBδij − τ2,ij) ∂u2,i
∂xj
(4.92)
Le premier terme de droite repre´sente la destruction d’EQB engendre´ par la traˆıne´e.
Sous l’effet de la traˆıne´e, les particules ont tendance a` aligner leur vitesse sur celle
du gaz donc a` gagner en corre´lation.
Le second repre´sente la production d’EQB par compression. Un simple bilan volu-
mique permet de comprendre que la densite´ d’e´nergie cine´tique de´corre´le´e augmente
lorsque la densite´ des particules augmente.
Le troisie`me terme repre´sente la production d’EQB par cisaillement. Un e´coulement
cisaille´ est de facto un e´coulement pre´sentant une de´corre´lation de vitesse.
Le quatrie`me et dernier terme repre´sente la dissipation d’EQB a` mettre en rapport
avec la diffusion de la chaleur dans les e´quations de Navier-Stokes. Cela repre´sente
en quelque sorte la re´pansion isotrope des vitesses de´corre´lee´s due au transport par
ces meˆmes vitesses de´corre´le´es.
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4.4.6 Evaporation
L’e´quation (3.30) re´git l’e´volution de la tempe´rature moyenne d’un nuage de par-
ticules mais ne donne pas d’information sur la variance de tempe´rature dans le
nuage. Cette information ne´cessiterait la re´solution d’une e´quation de transport
supple´mentaire, ce qui alourdirait d’environ 15% les temps de calcul. De plus, la
convection diffe´rencie´e semble bien plus pre´dominante que la dispersion thermique
e´tant donne´ le rapport entre les e´chelles spatiales caracte´ristiques de convection et
d’e´vaporation dans les turbines a` gaz.
En premie`re approche, la dispersion locale de tempe´rature sera donc ne´glige´e (EΓ =
0) et la tempe´rature conside´re´e comme statistiquement uniforme.
Cette hypothe`se rame`ne le proble`me d’e´vaporation au seul calcul du taux d’e´vapora-
tion moyen d’un nuage de gouttes polydisperse de tempe´rature moyenne uniforme.
Variation de masse
Pour une goutte isole´e, le taux d’e´vaporation s’e´crit [29] :
∂m2
∂t
= 4pid2ρ2D2 ln(1 +B) (4.93)
avec B nombre de transfert de Spalding et D2 coefficient de diffusion mole´culaire
du fuel gazeux.
En applicant la de´finition de la moyenne statistique (3.4) et en de´veloppant a` l’aide de
la de´finition des moments Sγ (4.36), le taux d’e´vaporation moyen s’e´crit finalement :
Γ2 = n2
{
∂m2
∂t
}
2
= 4piρ2D2S1 ln(1 +B) (4.94)
Il reste a` calculer la variation associe´e de surface.
La variation de masse peut aussi s’e´crire :
∂m2
∂t
=
∂
(
ρ2pid
3
2/6
)
∂t
= 3ρ2pid22/6
∂d2
∂t
(4.95)
ce que l’on re´arrange pour obtenir la variation temporelle de surface en fonction de
la variation de masse :
2
d2
∂m2
∂t
= ρ2pid2
∂d2
∂t
=
ρ2
2
∂σ2
∂t
(4.96)
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Et enfin, combine´e a` (4.93), cette dernie`re expression donne le taux de variation de
surface d’une particule due a` l’e´vaporation :
∂σ2
∂t
=
4
ρ2d2
∂m2
∂t
= 16piD2 ln(1 +B)
(4.97)
Pour passer a` la formulation polydisperse, l’e´quation (3.66) donne la forme du terme
source moyen a` calculer :
Γs = n2
{
dσ2
dt
}
2
= 16pin2D2 ln(1 +B)
(4.98)
Il reste a` de´terminer l’influence de l’e´vaporation sur la QDM et l’enthalpie au travers
des termes Γu,i et Γh.
Variation de QDM
En utilisant l’e´quation (4.93), Γu,i se de´veloppe simplement :
Γu,i = n2
{
u2,i
dm2
dt
}
2
= n2 {u2,i4pid2ρ2D2 ln(1 +B)}2
= n24piρ2D2 ln(1 +B)
∫
cp,iβpf2dcp,idζpdβp
(4.99)
Puis en combinant la proprie´te´ (4.13) avec la de´finition (4.47), on obtient :
Γu,i = n24piρ2D2 ln(1 +B)
∫
uτ,iβpN(βp; ~x, t)dβp
= n24piρ2D2 ln(1 +B)
[
u1,iS1 + (u∞,i − u1,i)
∫ +∞
0
βpe
− d
2
St
β
p2 N(βp; ~x, t)dβp
]
= n24piρ2D2 ln(1 +B)
[
u1,iS1 + (u∞,i − u1,i)d00e(3bσ/2)2K1(d∗)]
= n24piρ2D2 ln(1 +B)
[
u1,iS1 + (U2,i − u1,i)d00e(3bσ/2)2K1(d∗)
K3(d∗)
]
= n24piρ2D2 ln(1 +B)S1
[
u1,i + (U2,i − u1,i)e(2bσ2)K1(d∗)
K3(d∗)
]
(4.100)
Enfin, en incorporant l’expression de Γ2 (4.94), il vient :
Γu,i = Γ2
(
u1,i + (U2,i − u1,i)K1(d
∗)
K3(d∗)
e(2bσ2)
)
(4.101)
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Variation d’enthalpie
Comme θΓ est choisi inde´pendant de d2, l’expression de Γh s’e´crit simplement :
Γh = Γ2h2 (4.102)
4.5 Retour a` l’e´tat monodisperse
En l’absence de croisement de jets de particules, la variance de diame`tre d’un
nuage polydisperse ne peut que diminuer a` partir de sa valeur d’injection sous l’effet
se´parateur de la traˆıne´e.
Pour appre´hender le phe´nome`ne, un exemple de se´paration est repre´sente´ a` la
Fig. 4.10. Un nuage initialement polydisperse est transforme´ en spray localement
monodisperse par l’effet d’une traine´e transverse. Le sche´ma montre trois e´tapes
discre`tes de l’e´volution temporelle et spatiale du nuage initial (appele´ aussi nuage
’pe`re’). Le nuage pe`re ’1’ se se´pare en deux nuages fils. Le premier ’11’ est consti-
tue´ uniquement de gouttes a` fort Stokes, et le second ’12’ est encore polydisperse.
La dispersion des diame`tres a diminue´ dans chaque nuage fils et implique que
σ̂injection = σ̂1 > σ̂12 > σ̂11 = 0.
La deuxie`me se´paration (12 ⇒ 121 + 122) aboutit a` l’e´tat final monodisperse pour
lequel σ̂11 = σ̂121 = σ̂122 = 0.
Il arrive parfois, dans les calculs, que l’on obtienne un re´sultat diffe´rent de celui
attendu (Fig. 4.10). Cela est duˆ a` deux phe´nome`nes (l’un nume´rique, l’autre phy-
sique) lie´s aux ope´rateurs de traitement des fronts (cf section 5.5 pour de plus
amples de´tails). Cela pose un proble`me car, une fois que la variance s’est mise a`
augmenter au lieu de diminuer, le phe´nome`ne a tendance a` parasiter le calcul tout
autour des zones de gradients.
Pour essayer de comprendre ce phe´nome`ne d’augmentation inopportun (et donc
de pouvoir le limiter), on peut reprendre les e´quations qui re´gissent l’e´volution du
diame`tre et de la variance, (4.43) et (4.44), et e´tudier sous quelle(s) condition(s) ces
deux quantite´s doivent diminuer simultane´ment :
− 2J13α2 +
3J2
2Σ2
− 5J36n2 < 0
2J1
3α2 −
J2
Σ2
+ J33n2 < 0
(4.103)
Par simple sommation des deux conditions, ce syste`me se simplifie aise´ment en :
J2
2Σ2
− J3
2n2
< 0 (4.104)
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Fig. 4.10 – Sche´ma repre´sentatif de la se´paration de diame`tre
puis en
J2
Σ2
<
J3
n2
(4.105)
Ainsi, en substituant les valeurs des termes Ji (4.41) et en absence d’e´vaporation, il
apparaˆıt qu’une diminution simultane´e du diame`tre et de la variance n’est possible
que si
T(σ2)
Σ2
>
T(1/m2)
n2
(4.106)
En utilisant les fermetures propose´es en (4.68) et (4.72), la condition est re´e´crite en :
∂
∂xi
(
1− K2(d
∗)
K3(d∗)
)
>
∂
∂xi
(
1− K0(d
∗)
K3(d∗)
)
(4.107)
Cependant, en raison de la complexite´ des fonctions Ki(d∗) qui font apparaˆıtre
des termes particulie`rement non-line´aires, il est tre`s difficile d’interpre´ter ce re´sul-
tat analytique. En effet, il faudrait pouvoir e´valuer, et surtout interpre´ter, le signe
des gradients des rapports de fonctions Ki(d∗) en fonction des gradients locaux de
d00 et σ̂. On propose donc une approche base´e sur des raisonnements physiques en
cherchant a` de´finir quelle serait la variance donne´e par l’e´coulement re´el et a` s’en
approcher.
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Restriction de la variance selon des conside´rations physiques
Dans la description par PDF pre´sume´e, il existe une probabilite´ non nulle de pre´-
sence de tout diame`tre fini. Dans un e´coulement re´el, il existe un diame`tre maximal.
Ainsi, si la variance est trop e´leve´e, elle permet des probabilite´s non ne´gligeables
de diame`tres non re´els.
Certaines formes pre´sume´es particulie`res de PDF limitent naturellement les va-
leurs des probabilite´s des diame`tres extreˆmes [3]. Mais ces PDF ne posse`dent pas
les proprie´te´s mathe´matiques ne´cessaires pour une inte´gration analytique des mo-
ments comme le permet la loi log-normale.
On va donc chercher a` mimer diffe´remment la limitation des probabilite´s des dia-
me`tres extreˆmes.
L’ide´e de base est que la variance locale ne peut pas permettre de de´passer loca-
lement les diame`tres extreˆmes injecte´s. En effet, la variance permet d’e´valuer dans
un nuage polydisperse l’e´cart moyen au diame`tre moyen. Cela conduit donc a` e´va-
luer une borne supe´rieure de la variance en chaque point et a` chaque instant.
En pratique, la premie`re e´tape consiste a` de´finir un diame`tre maximal local
’repre´sentatif ’ puisque, comme indique´ au de´but de ce paragraphe, il n’existe pas
en the´orie de vrai maximum.
On sait d’apre`s (4.10) qu’en chaque point plus de 99.5% des gouttes ont un diame`tre
infe´rieur a` la valeur d2max de´finie selon :
d2max(σ̂) = d00 exp(2σ̂) (4.108)
La valeur d2max est donc choisie comme diame`tre local maximal repre´sentatif.
Cette relation est e´galement valable au(x) point(s) d’injection. Plus de 99.5% des
gouttes ont un diame`tre infe´rieur a` d2max inj de´fini selon :
d2max inj = d00injection exp(2σ̂injection) (4.109)
avec d00injection diame`tre moyen d’injection et σ̂injection variance a` l’injection.
Or, dans tous les cas ou` la condensation est ne´glige´e, le diame`tre maximal a` l’injec-
tion est e´galement le diame`tre maximal dans tout le domaine e´tudie´.
Ainsi, on peut affirmer qu’en chaque point, pour chaque particule, on doit avoir :
d2 ≤ d2max(σ̂) ≤ d2max inj (4.110)
Graˆce a` l’e´galisation des relations (4.108) et (4.109), la valeur note´e σ̂max1 de´finie telle
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que d2max(σ̂max1) = d2max inj est donne´e par :
σ̂max1 =
1
2
ln
(
d2max
d00
)
(4.111)
= σ̂injection +
1
2
ln
(
d00injection
d00
)
(4.112)
De meˆme, on cherche a` de´finir le diame`tre local minimal repre´sentatif.
Toujours d’apre`s l’e´quation (4.10), plus de 99.5% des gouttes ont aussi un diame`tre
supe´rieur a` la valeur d2min de´finie selon :
d2min(σ̂) = d00 exp(−2σ̂) (4.113)
et d2min est choisi comme diame`tre local minimal repre´sentatif.
Cette relation est e´galement valable au(x) point(s) d’injection. Plus de 99.5% des
gouttes ont un diame`tre supe´rieur a` d2min inj de´fini selon :
d2min inj = d00injection exp(−2σ̂injection) (4.114)
Ainsi, en incluant (4.110), on peut affirmer qu’en chaque point, pour chaque parti-
cule, on doit avoir :
d2min inj ≤ d2min(σ̂) ≤ d2 ≤ d2max(σ̂) ≤ d2max inj (4.115)
La deuxie`me valeur limitante σ̂max2 ve´rifiant d2min(σ̂max2) = d2min inj en est de´duite :
σ̂max2 = σ̂injection − 12 ln
(
d00injection
d00
)
(4.116)
Au final, la condition la plus limitante entre (4.112) et (4.116) est retenue et, afin de
capturer le retour a` l’e´tat monodisperse, σ̂ est seuille´ a` la valeur :
σ̂ = min
(
σ̂, σ̂max1, σ̂max2
)
(4.117)
Ce seuillage limite les valeurs possibles de σ̂ et permet de rede´finir les probabilite´s
de pre´sence des diame`tres extreˆmes.
Une repre´sentation visuelle de l’effet du seuillage est propose´e a` la Fig. 4.11. La
valeur de σ̂ obtenue conduit a` une probabilite´ trop importante pour des particules
dont le diame`tre est infe´rieur au diame`tre d’injection (zone hachure´e). Afin de cor-
riger cet effet, la largeur de la loi log-normale est re´duite selon la re`gle (4.117) et la
probabilite´ de de´passer le diame`tre d’injection devient infe´rieur a` 0.5%.
Comme a` variance nulle, les flux de´corre´le´s sont par de´finition nuls, la relation (4.117)
qui controˆle la diminution de σ̂ controˆle e´galement l’extinction des flux de´corre´le´s
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Fig. 4.11 – Repre´sentation graphique du seuillage
et permet le retour a` l’e´tat monodisperse. De plus, elle permet de faire disparaˆıtre
simplement les proble`mes de variance trop importante.
Ce mode`le n’est cependant pas valable dans le cas ou` il existe plusieurs sources
distinctes de particules pre´sentant des variances et des diame`tres diffe´rents.
L’influence du seuillage de σ̂ est discute´ a` la section 6.3.
Pre´diction-Correction
Cependant, σ̂ n’est pas une des grandeurs descriptives retenues. Pour ne pas
perdre de masse ni de particules, la seule grandeur modifiable pour prendre en
compte la valeur de σ̂ corrige´e est la densite´ de surface Σ2. Cela revient a` modifier
la re´partition des diame`tres sans modifier la masse totale ni le nombre de particules.
Σ2 est alors corrige´e en :
Σ2 =
1
d00
α2e
−(5/4bσ2corrige´) (4.118)
avec σ̂corr la variance corrige´e selon la relation (4.117).
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4.6 A propos de l’effet de la turbulence du fluide porteur sur la
phase disperse´e
La phase continue be´ne´ficie d’une grande ante´riorite´ au niveau de la descrip-
tion des e´coulements turbulents et propose de nombreux mode`les pour prendre en
compte les effets instationnaires. La phase disperse´e, quant a` elle, est insensible au
couplage entre la turbulence gazeuse et la traˆıne´e tant que la particule reste petite
face a` l’e´chelle de coupure de l’e´nergie cine´tique turbulente. Les cas tests pre´sente´s
au chapitre 5 ve´rifient cette hypothe`se et par conse´quent, aucun terme de correc-
tion n’est applique´ dans les e´quations.
Dans les cas ou` cette hypothe`se ne se ve´rifie pas, meˆme si les termes supple´mentaires
qui apparaissent lors du double filtrage de la phase disperse´e ont e´te´ identifie´s [27],
leur interpre´tation, et encore plus leur mode´lisation, reste de´licate. L’e´valuation de
l’influence de cette hypothe`se est un axe de de´veloppement encore peu explore´ et
cette influence n’est pas prise en compte ici.
99
Chapitre 4 : Fermetures
100
Deuxie`me partie
METHODES NUMERIQUES ET
SIMULATIONS
101

Table des Matie`res
5 Code de calcul AVBP TPF 105
5.1 Pre´sentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.2 Sche´mas nume´riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3.1 Conditions aux limites sur la phase disperse´e . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3.2 Conditions aux limites sur la phase continue . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3.3 Simulation d’injection de turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.4 Reconstitution de grandeurs et transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.5 Ope´rateurs de traitement des fronts et conse´quences en polydisperse . . . . . . . 111
6 Cas de validation the´orique : spray liquide en souﬄage transverse 113
6.1 Solution analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
6.2 Configuration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6.3 Re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
7 Comparaison calcul/expe´rience : configuration Sommerfeld-Qiu 127
7.1 Configuration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
7.2 Re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
7.2.1 Cas A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
7.2.2 Cas B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
8 Application a` un cas industriel :VESTA 153
8.1 Configuration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
8.2 Re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
TABLE DES MATIE`RES
104
Chapitre 5
Code de calcul AVBP TPF
5.1 Pre´sentation
Les simulations nume´riques de ce travail ont e´te´ re´alise´es avec le solveur AVBP TPF.
Ce code de calcul compressible de´veloppe´ par le CERFACS est directement issu
d’AVBP et re´sout de fac¸on explicite les e´quations diphasiques en deux et trois di-
mensions pour des e´coulements stationnaires et instationnaires (Scho¨nfeld[13], Colin
[9]...).
AVBP TPF permet le traitement des maillages structure´s, non structure´s et hy-
brides avec des e´le´ments prismatiques ou te´trae´driques. Le code est paralle´lise´ et
portable sur un grand nombre de plates-formes paralle`les (Compaq Alpha Server,
Silicon Graphics, SUN...). La librairie COUPL (Cerfacs and Oxford University Pa-
rallel Library) ge`re les ope´rations de tableaux en paralle`le. Les routines sont e´crites
dans les formats standards de FORTRAN 77 mais des extensions en langage C et
FORTRAN 90 sont ne´cessaires pour permettre une gestion dynamique des tableaux.
5.2 Sche´mas nume´riques
Dans le cas d’un calcul LES, les sche´mas nume´riques doivent eˆtre capables de
convecter les e´chelles turbulentes sur une large gamme de fre´quences, c’est-a`-dire
pour les petites comme pour les grandes e´chelles avec des erreurs de dissipation et
de dispersion les plus faibles possibles.
De plus, les relations entre les moments transporte´s de la PDF de taille de gouttes
sont telles que pour les conserver les erreurs de dispersion du sche´ma doivent eˆtre
tre`s faibles. Or, l’erreur de dispersion aux hautes fre´quences est importante pour
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des sche´mas de types diffe´rences finies centre´es et volumes finis. La Fig. 5.1 montre
les erreurs de reconstruction engendre´es par les sche´mas Lax-Wendroff et centre´
Runge-Kutta trois e´tapes sur la convection d’une gaussienne monodimensionnelle.
Le domaine est pe´riodique et les re´sultats sont pre´sente´s apre`s 25 temps convectifs.
On constate qu’avec ces deux sche´mas le diame`tre reconstruit d’apre`s la relation
(4.38) est tre`s de´grade´. Un troisie`me sche´ma nume´rique d’ordre 3 en espace et en
temps est e´galement implante´ dans le code AVBP TPF spe´cifiquement pour la LES.
Il s’agit du sche´ma e´le´ments-finis TTGC [9]. Ce sche´ma de type Taylor-Galerkin est
peu dissipatif et peu dispersif et permet d’obtenir des re´sultats plus pre´cis que ceux
obtenus avec le sche´ma Lax-Wendroff et centre´ Runge-Kutta. La Fig. 5.1 montre
que ce sche´ma conserve de fac¸on quasi-exacte la valeur du diame`tre.
En raison de la dissipation trop importante du sche´ma Lax-Wendroff et malgre´ un
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Fig. 5.1 – Erreur de transport selon le un sche´ma employe´
couˆt plus faible, ainsi que des effets dispersifs du sche´ma Runge-Kutta pour un couˆt
de calcul e´quivalent, c’est le sche´ma TTGC qui a e´te´ retenu pour les simulations
pre´sente´es a` ce chapitre.
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5.3 Conditions aux limites
5.3.1 Conditions aux limites sur la phase disperse´e
Contrairement a` la phase continue, la phase disperse´e n’est pas compressible au
sens de la phase gazeuse et ne ne´cessite pas de prise en compte d’effets acoustiques
pour le traitement des conditions aux limites. Les grandeurs sont simplement im-
pose´es sur la condition d’entre´e et convecte´es sans traitement particulier au niveau
de la sortie. Les murs sont conside´re´s comme glissants et imperme´ables (vitesse
normale, gradients de masse, de densite´ de particules et d’enthalpie nuls).
Le vecteur solution contient respectivement les quantite´s α2, α2~U2, α2EQB, α2H2, Σ2
et n2. Cependant les variables impose´es aux limites sont d00, ~U2, T2, σ̂ et n2.
Pour chacune de ces quantite´s, de´crites de fac¸on ge´ne´rique sous l’appellation Ψ, la
valeur impose´e a` la frontie`re a` l’instant t est :
Ψt = Ψt−1 + kΨ
(
Ψcible −Ψt−1
)
(5.1)
avec Ψcible valeur cible et kΨ un coefficient de relaxation spe´cifique a` la grandeur Ψ,
impose´ par l’utilisateur et qui conditionne la vitesse de convergence vers la consigne.
5.3.2 Conditions aux limites sur la phase continue
Une attention particulie`re est exige´e dans l’e´criture des conditions aux limites
pour un code compressible, particulie`rement pour des me´thodes LES ou DNS. Les
sche´mas nume´riques peuvent fournir une pre´cision d’ordre e´leve´ et une faible dis-
sipation nume´rique. Cependant, cette pre´cision de´pend fortement de la qualite´ des
CL. Dans la plupart des simulations DNS, des conditions pe´riodiques sont ge´ne´ra-
lement employe´es. Le domaine est alors infini et aucune condition aux limites n’est
requise. La LES ne´cessite quant a` elle, l’emploi de conditions d’entre´es, de sorties et
de murs pour la simulation de proble`mes concrets. Ainsi, le bruit, tant acoustique
que nume´rique devient un e´le´ment pre´occupant. En cherchant a` imposer ’en dur’
les valeurs aux limites, les e´quations Navier-Stokes aux bords ne sont pas re´solues,
et les phe´nome`nes acoustiques ne sont pas correctement traite´s. Aucun controˆle sur
ces derniers n’est alors possible.
Les conditions dites ’Navier-Stokes Characteristic Boundary Conditions’ (NSCBC)
permettent de laisser sortir les ondes acoustiques tout en imposant une valeur
moyenne. La de´marche pour spe´cifier les conditions aux limites est d’exprimer
l’amplitude des ondes entrantes comme si le proble`me e´tait localement monodi-
mensionnel et non visqueux (Poinsot & Lele [51]).
Par ailleurs, dans le cas d’e´coulement diphasique, le gradient de pression local est
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ponde´re´ par la fraction volumique de particules. Cela implique e´galement une in-
fluence sur la vitesse du son locale [12] et donc sur la formulation des conditions
NSCBC. Cependant, comme cet effet reste tre`s mineur pour des faibles fractions
volumiques et des faibles gradients de fraction volumique de liquide [27], comme
dans tous les cas e´tudie´s ici, il n’est pas pris en compte.
5.3.3 Simulation d’injection de turbulence
L’objectif de la LES est de re´soudre explicitement les fluctuations turbulentes
de grande e´chelle. Cependant, au voisinage de l’entre´e, la turbulence ne peut s’e´ta-
blir spontane´ment dans le domaine que par des me´canismes de production tels
que cisaillement ou cascade e´nerge´tique. Ces me´canismes naturels peuvent eˆtre in-
suffisants et il est parfois ne´cessaire de ge´ne´rer des fluctuations de vitesse en entre´e.
Pour ce faire, deux voies sont possibles, la premie`re consiste a` simuler un domaine
suffisamment long en amont afin de laisser la turbulence s’e´tablir ’naturellement’
et atteindre les niveaux souhaite´s. Cette approche, envisage´e par [49] [65], ne´cessite
un couˆt supple´mentaire de calcul non ne´gligeable et surtout un maillage tre`s fin
afin de capturer les effets transitoires entre e´coulement en conduite laminaire et
turbulent.
La deuxie`me possibilite´ consiste a` perturber l’e´coulement de`s l’entre´e et de fac¸on
artificielle avec une de´stabilisation adapte´e. Une turbulence pleinement de´veloppe´e
s’e´tablit alors rapidement permettant de recoller rapidement aux niveaux de fluc-
tuation expe´rimentaux. Cette de´stabilisation est obtenue en superposant les modes
d’un champ turbulent homoge`ne isotrope a` l’e´coulement moyen en entre´e du do-
maine de calcul.
La me´thode employe´e ici est base´e sur les travaux de Kraichnan (1970) qui de´crit
un champ ~vturb(~x, t) homoge`ne et isotrope comme une superposition de fonctions
harmoniques :
vturb,i(xi, t) =
√
2
N
N∑
n=1
[pni cos(Ψj) + q
n
i sin(Ψj)] (5.2)
avec
Ψj = Knj
(
v′
v′(j)
)
x˜j + ωnt˜ (5.3)
pni = εijmζ
(n)
j K
(n)
m q
(n)
i = εijmξ
(n)
j K
(n)
m (5.4)
et les fonctions ζ, ξ ω et K prises selon
ζ
(n)
j ∈ G(0, 1), ξ(n)j ∈ G(0, 1), ωn ∈ G(0, 1), Kni ∈ G(0, 1/2) (5.5)
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ou`, x˜j = x/l et t˜ = t/τ sont les e´chelles caracte´ristiques adimensionne´es de longueur
et de temps et v′ = l/τ est la fluctuation de vitesse. εijm est le tenseur de permu-
tation utilise´ dans l’ope´ration de produit vectoriel, et G(M,σ) est une distribution
gaussienne de moyenne M et d’e´cart type σ. Les nombres Knj et ωn repre´sentent
un e´chantillonnage de n vecteurs d’ondes et n fre´quences du spectre de turbulence
E(K). Ce spectre est de´fini selon l’Eq. (5.6) et est repre´sente´ sur la figure (5.2) en
ligne continue.
E(k) = 16 (2/pi)1/2K4 e(−2K
2) (5.6)
K=2pi/lt est le nombre de modes et lt l’e´chelle de longueur turbulente. K est re´parti
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Fig. 5.2 – Spectre mode´lise´ d’e´nergie cine´tique turbulente
de fac¸on ale´atoire selon une distribution gaussienne de variance Ke, ou` Ke est le
vecteur nombre d’onde du tourbillon le plus e´nerge´tique injecte´ en entre´e. le de´fini
par le=2pi/Ke vaut approximativement un tiers de la dimension caracte´ristique de
l’entre´e. Un nombre d’onde de coupure Kcutoff de´termine quant a` lui la taille du
plus petit tourbillon injecte´ en entre´e. lcutoff est ge´ralement prise e´gale a` deux fois
la taille minimale de la cellule en entre´e.
Cette me´thode est employe´e sur la configuration Sommefeld-Qiu, Chapitre 5.
Le champ ~vturb ge´ne´re´ par la me´thode Kraichnan est a` divergence nulle et le
tenseur de corre´lation correspondant est, par construction, diagonal :
∂vturb,i
∂xi
= 0 (5.7)
vturb,ivturb,j = δij (5.8)
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Cependant, il semble e´vident que, pour une configuration LES quelconque, la turbu-
lence est rarement isotrope. Le principe de la me´thode est donc d’alimenter l’e´cou-
lement en structures de tailles multiples selon une re´partition compatible avec la
physique de la turbulence et de laisser la simulation e´lire les modes repre´sentatifs
et les transporter. Par cascade ou dissipation, on fait l’hypothe`se que les structures
non pertinentes disparaissent rapidement.
Cette proce´dure est implante´e dans le code AVBP TPF. Elle est applique´e a`
la condition aux limites caracte´ristiques d’entre´e et ne´cessite de spe´cifier les para-
me`tres suivants : N , le nombre de modes injecte´s en entre´e, le, la taille du tourbillon
le plus e´nerge´tique et lcutoff , la taille du plus petit tourbillon.
5.4 Reconstitution de grandeurs et transport
La reconstruction du diame`tre a` partir des variables transporte´es est une ope´ra-
tion de´licate au niveau nume´rique. Une faible erreur de reconstitution due au choix
de la relation de transport s’amplifie tre`s vite au point de produire des re´sultats non
physiques. Cette relation a duˆ eˆtre adapte´e pour assurer une reconstruction pre´cise.
Avant de pre´senter cette relation et afin de mieux appre´hender les proble`mes
nume´riques rencontre´s, l’explication du phe´nome`ne est pre´sente´e sur un cas mono-
dimensionnel.
Un champ de particules initialement au repos porte´ par un gaz au repos est
soumis a` une petite perturbation relative de diame`tre  en un point indice´ i+ 1.
Au point indice´ i adjacent a` la perturbation, une approche diffe´rence finie de la
discre´tisation des e´quations de transport donne respectivement pour α2, Σ2 et n2
apre`s simplification :
αn+12,i = α
n
2,i
(
1 +
CFL
2
(
(1 + )3 − 1)) (5.9)
Σn+12,i = Σ
n
2,i
(
1 +
CFL
2
(
(1 + )2 − 1)) (5.10)
nn+12,i = n
n
2,i (5.11)
avec n indice temporel et i indice spatial de la discre´tisation et CFL le parame`tre
du crite`re de Courant-Friedrichs-Levy.
En reportant les expressions discre´tise´es de α2, Σ2 et n2 dans l’expression de de´fi-
nition de la variance (4.37) et en effectuant un de´veloppement limite´ d’ordre 2 de σ̂
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par rapport a` , il vient :
σ̂n+1i = σ̂
n
i +
CFL
2
(
1− CFL
2
)
2 + o(2) (5.12)
La CFL e´tant positive par de´finition, on constate que, quel que soit le signe de la
variation de d00, σ̂ va de´river doucement vers des valeurs supe´rieures a` sa valeur
initiale. Ainsi, la variation relative de d00 provoque une erreur absolue sur σ̂.
La solution qui a e´te´ envisage´e pour re´soudre cette de´rive est de transporter non
pas Σ2 mais d00Σ2. L’e´quation de transport de d00Σ2 est obtenue a` partir de l’e´qua-
tion de transport de kΣ2 (3.67) en remplac¸ant k par d00, :
∂
∂t
d00Σ2 +
∂
∂xi
d00Σ2U2,i =− ∂
∂xi
d00 {σ2u”2,i}2 + C(d00σ2) + n2d00
{
dσ2
dt
}
2
(5.13)
Si l’on calcule la variance σ̂ a` l’aide de la relation :
σ̂ =
√
5
4
ln
(
6α2
d00Σ2
)
(5.14)
Et que l’on effectue un de´veloppement limite´ d’ordre 2 de l’avancement de σ̂ dans
l’e´quation (5.13), on obtient cette fois-ci :
σ̂n+1i = σ̂
n
i + o(
2) (5.15)
Le terme d’ordre 2 a e´te´ e´limine´ et cette modification permet une pre´cision suffisante
pour e´viter la propagation d’erreur sur la reconstruction de diame`tre.
5.5 Ope´rateurs de traitement des fronts et conse´quences en po-
lydisperse
Les sche´mas centre´s ont l’inconve´nient de ge´ne´rer des oscillations au voisinage des
discontinuite´s ou des forts gradients. Des termes de dissipation artificielle (Jameson
[26]) peuvent eˆtre ajoute´s pour lisser ces oscillations. Cependant, s’ils permettent
une convection correcte des gros tourbillons, ils pre´sentent une erreur dispersive
pour les structures plus petites. Il est alors ne´cessaire d’utiliser une re´solution du
maillage plus fine sans quoi les erreurs commises sur la convection des grandes
e´chelles seraient trop importantes.
Cette re´duction de l’erreur par le raffinement du maillage implique une augmen-
tation importante du couˆt CPU requis. Il s’agit donc de trouver un compromis
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entre la taille minimale des cellules qui conditionne le pas de temps, le nombre de
cellules et le temps ne´cessaire de calcul.
Par ailleurs, ces ope´rateurs sont pour l’instant de meˆme nature pour le gaz que
pour le liquide. En d’autres termes, on utilise la meˆme ope´ration locale de diffusion
sur chaque phase mais avec des coefficients de diffusion distincts.
Cependant, l’ope´rateur de la phase disperse´e n’est pas conc¸u pour conserver des
relations aussi complexes que la reconstruction de diame`tre (4.38) ou de variance
(4.37).
Ainsi, dans les zones de fort gradient (typiquement sur les bords d’un jet liquide),
cet ope´rateur induit des variations nume´riques de diame`tre ou de variance. En rai-
son de la pre´sence d’une exponentielle de la variance dans les expressions de α2
(4.31) et Σ2 (4.32), on constate que l’erreur se reporte presque exclusivement sur la
variance.
Le seuillage de σ̂ ame´liore grandement les choses mais des artefacts peuvent persis-
ter (cf chapitre 6).
A ce phe´nome`ne nume´rique s’ajoute une conse´quence physique. Pour le calcul, le
’vide’ est rendu par des particules de tre`s faible diame`tre et tre`s peu pre´sentes que
l’on utilisent pour ’meubler’ des zones non pertinentes. La diffusion de quantite´s
telles que la fraction massique ou la densite´ de particules dans ces zones quasiment
vides engendre la mise en pre´sence artificielle de ’particules de vide’ et de parti-
cules diffuse´es (pre´sentant un diame`tre en ge´ne´ral largement supe´rieur a` celui des
particules de vide). On obtient donc localement un nuage he´te´roclite, ce qui n’est
qu’une autre fac¸on de de´crire l’obtention d’une variance e´leve´e. Or, la diffusion de
particules dans le ’vide’ (au sens physique) n’engendre pas par nature une augmen-
tation de la variance. C’est la fac¸on dont le vide est rendu nume´riquement pour le
calcul qui cause cette variation.
Ainsi, il faut avoir a` l’esprit que l’ope´ration de diffusion artificielle engendre dans
les zones ou` elle est active une augmentation artificielle de la variance.
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Chapitre 6
Cas de validation the´orique : spray
liquide en souﬄage transverse
Le premier test de validation du transport polydisperse cherche a` de´montrer la
capacite´ a` obtenir un e´tat final dont la construction est fortement due aux effets
polydisperses. Le cas retenu est un cas de spray liquide en souﬄage transverse.
Des particules de tailles diverses sont injecte´es au meˆme point avec la meˆme vitesse
(Fig. 6.1). Un e´coulement gazeux transverse va peu a` peu se´parer les particules
selon leur diame`tre et les profils obtenus aux sections D et F vont permettre de
comparer le code de calcul avec les trajectoires obtenues par inte´gration des e´qua-
tions d’une traˆıne´e de Stokes. Ce cas est a` rapprocher des travaux de [88] dans le
cas du jet plat polydisperse mais sans effet d’entraˆınement de la phase porteuse.
6.1 Solution analytique
Une re´solution analytique de l’e´quation de la traˆıne´e de Stokes (2.12) sous l’hy-
pothe`se d’une vitesse gazeuse ~us constante en temps et en espace donne la vitesse
instantane´e ~V (k) en fonction de la vitesse d’injection ~V 0 et la position ~X(k) a` chaque
instant t en fonction de la position initiale ~X0 :
X
(k)
i = τ
(k)
p (V
0
i − us,i)
(
1− e
− t
τ
(k)
p
)
+ us,it+X0i (6.1)
V
(k)
i = us,i + (V
0
i − us,i)e
− t
τ
(k)
p (6.2)
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Fig. 6.1 – Configuration du test
Pour cette configuration, on choisit :{
V 0x = 0 m/s
V 0y = 2 m/s
{
us,x = 5 m/s
us,y = 0 m/s
{
X0 = 0.05 m
Y 0 = 0 m
(6.3)
Ceci permet d’e´crire le syste`me simplifie´ suivant pour la position de la particule :
X(k) = −us,xτ (k)p
(
1− e
− t
τ
(k)
p
)
+ us,xt+X0
Y (k) = V 0y τ
(k)
p
(
1− e
− t
τ
(k)
p
) (6.4)
On pose alors les coordonne´es re´duites :
x∗ = X
(k) −X0
us,xτ
(k)
p
y∗ = Y
(k)
V 0y τ
(k)
p
(6.5)
Et le syste`me (6.4) devient : 
x∗ = t
τ (k)p
− 1 + e
− t
τ
(k)
p
y∗ = 1− e
− t
τ
(k)
p
(6.6)
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La deuxie`me e´quation du syste`me permet d’obtenir directement l’expression de t
en fonction de y∗ :
t = −τ (k)p ln (1− y∗) (6.7)
De cette expression, on tire l’expression des vitesses en fonction uniquement de la
position y∗ :
V (k)x = us,x (1 + ln (1− y∗)) (6.8)
V (k)y = −V 0y ln (1− y∗) (6.9)
Cette relation permet de de´finir les profils de vitesse a` comparer en D et F une fois
connus le diame`tre et la position re´duite y∗.
Il reste donc a` de´finir les profils de diame`tre en fonction de la position. En
re´injectant l’expression (6.7) dans (6.6), on obtient x∗(y∗) :
x∗ = −y∗ − ln(1− y∗) (6.10)
En introduisant la de´finition de τ (k)p (2.10), on peut en de´duire ~X(k) en fonction de
d
(k)
p pour
Y (k) = Y 1 = 0.15m :
X(k) = X0 − us,x
Y 1 − ρp
18ν1
d(k)p
2
ln
1− ρpd(k)p 2Y 1
18ν1V 0y
 (6.11)
Cette relation donne l’abscisse X(k) d’une particule arrive´e en Y 1 en fonction de son
diame`tre d(k)p . Si on l’inverse nume´riquement, on obtient le diame`tre attendu d
(k)
p en
fonction de la position d’arrive´e X(k)(Y 1). C’est cette relation qui est utilise´e pour
valider les re´sultats donne´s par le code de calcul en Fig. 6.2.
De meˆme, afin de ne pas se limiter a` un seul profil, on cherche a` de´finir les
ordonne´es d’arrive´e de particules en X(k) = X1 = 0.01m en fonction de leur diame`tre.
Pour cela, on cherche a` exprimer explicitement Y (k) en fonction de X1.
On fait l’hypothe`se y∗  1 dans (6.10). Une application nume´rique a posteriori
donne des valeurs comprises entre y∗ = 0.11 pour des particules de diame`tre 1000µm
et y∗ = 0.5 pour des particules de diame`tre 200µm, justifiant l’hypothe`se en premie`re
approche. Un de´veloppement limite´ en y∗ a` l’ordre 2 donne alors :
x∗ ∼ y
∗2
2
+ o(y∗2) (6.12)
Et en de´veloppant, on obtient :
Y (k) ∼ ρp
3ν1
V 0y
√
ν1
X1 −X0
ρpus,x
d(k)p (6.13)
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Cette relation donne l’ordonne´e Y (k) d’une particule arrive´e en X1 en fonction de
son diame`tre d(k)p . Si on l’inverse, on obtient la relation qui est utilise´e pour valider
les re´sultats donne´s par le code de calcul en Fig. 6.3 :
d(k)p ∼
 ρp
3ν1
V 0y
√
ν1
X1 −X0
ρpus,x
−1 Y (k) (6.14)
C’est un re´sultat inte´ressant et peu e´vident a priori pour ce type de configuration :
pour y∗  1, le long d’une verticale le diame`tre varie line´airement.
6.2 Configuration
Le domaine fait 25cm×15cm et comporte 55000 noeuds. La maillage est re´gulier et
constitue´ de quadrilate`res. Les conditions limites sont re´pertorie´es dans le tableau
6.2. Le code de calcul est utilise´ en re´gime laminaire sans correction de Tchen sur
la traˆıne´e.
Les parame`tres physiques retenus pour ce cas sont :
– ρ2 = 750kg/m3
– ν1 = 1.788.10−5
– τdrag(d00) ∼ 0.75s
Ce qui conduit aux valeurs suivantes des grandeurs adimensionnelles :
– St(d00) ∼ 40
– dSt ∼ 6
– Rep(d00) ∼ 60
La valeur retenue de τconv en premie`re approche est ∼ 0.08s
Les conditions limites sont re´pertorie´es dans le tableau 6.2.
6.3 Re´sultats
Comparaison avec la solution analytique
Deux coupes sont effectue´es respectivement sur la limite supe´rieure du domaine
en y = 0.15m (section D) et a` droite du point d’injection en x = 0.10m (section F).
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Conditions limites : Gaz Liquide
Entre´e gauche (A) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs impose´es : u1 = 5m/s, v1 = 0m/s
Entre´e basse (B) : relax sur u1,n, u1,t et T1 relax sur u2,n, u2,t, d00, σ̂ et n2
Valeurs impose´es : u1 = 5m/s, u1 = 0m/s U2 = 0m/s, V2 = 2m/s, d00 = 500µm, σ̂ = 0.3
Sortie (C) : relax sur p1 convection pure
Valeurs impose´es : p1 = 101350Pa
Limites haute (D) : adiabatique, glissant convection pure
Limites basse (E) : adiabatique, glissant mur glissant
Tab. 6.1 – Re´sume´ des conditions limites
Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s respectivement sur les Figs. 6.2 et 6.3.
Les valeurs montrent un tre`s bon accord sur les deux coupes tant au niveau des
tendances que des valeurs. Les effets polydisperses sont tre`s bien capte´s, on retrouve
la de´croissance de diame`tre et l’entraˆınement progressif des particules par le gaz.
La Fig. 6.3 permet de constater que non seulement le mode`le permet d’atteindre
l’e´tat de´crit par les e´quations analytiques mais qu’en plus le transitoire spatial est
bien capte´.
En s’inte´ressant aux de´tails, on note une le´ge`re sous-e´valuation des vitesses (particu-
lie`rement pour V (k)x sur la coupe x = 0.1m) et une meilleure pre´diction des diame`tres
dans les zones ou` la fraction volumique des particules n’est pas trop faible.
Par ailleurs, la variance de diame`tre pre´sente sur la Fig. 6.2 trois pics dans les
zones x < 0.06, 0.06 < x < 0.11 et x > 0.11 et une annulation en x = 0.06m. Comme
cette variance (σ̂ = 0.2 au niveau du pic) est infe´rieure a` la variance d’injection
(σ̂inj = 0.3), on peut supposer que ces pics sont physiques et ne sont pas des arte-
facts du genre de ceux que ge`re le seuillage de σ̂. Cette hypothe`se de pertinence
physique n’est en fait valable que pour l’un des pics seulement.
En x = 0.06 la variance est nulle car seules les particules de diame`tre extreˆme (ici
1350µm) ont pu avoir une trajectoire aussi peu de´vie´e par la traˆıne´e transverse et car
le seuillage de σ̂ empeˆche d’obtenir des diame`tres plus e´leve´s (ce seuillage impose
en pratique d00 < 1400µm). Pour sche´matiser, on a des particules de diame`tre infe´-
rieur a` 1350µm qui ont de´ja` e´te´ de´vie´es et il n’existe pas de particules de diame`tre
supe´rieur a` 1350µm. On est donc en pre´sence uniquement de particules de diame`tre
e´gal a` 1350µm et la variance est par conse´quent nulle.
Pour la zone 0.06 < x < 0.16, σ̂ non nul correspond au fait que les particules pour
lesquelles St ≥ 1 ont tendance a` avoir une trajectoire commune pendant un temps
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Fig. 6.2 – Validation du transport polydisperse en y = 0.15m.
(-) : analytique, (-) : AVBP TPF
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’long’ avant d’eˆtre se´pare´es par la traˆıne´e transverse. On observe donc e´galement
pendant ce temps une variance non nulle qui, cependant, diminue selon y.
Pour la zone x < 0.06, il s’agit d’une cre´ation artificielle de variance due aux ope´ra-
teurs de traitement de front. La raideur du profil de fraction massique de liquide
en entre´e de domaine met en action les ope´rateurs de viscosite´ artificielle. Ceux-ci
diffusent toutes les grandeurs vers la gauche du domaine, sans traitement parti-
culier pour respecter le diame`tre ou la variance, engendrant artificiellement cette
augmentation. De plus, la diffusion du diame`tre entraˆıne la pre´sence de plus petits
diame`tres sur la gauche du jet. Les particules associe´es a` ces plus petits diame`tres
(cre´e´s de fac¸on artificielle) vont eˆtre source de flux de´corre´le´s tendant a` les ramener
vers la droite, raidissant par la meˆme le pic de variance.
Il est e´galement tre`s probable que le pic de la zone x > 0.11 soit duˆ au meˆme phe´-
nome`ne de diffusion mais cette fois-ci vers la droite avec un lissage provenant du
transport bien physique des particules de faible diame`tre de´vie´es dans le sens de la
vitesse gazeuse.
Si le seuillage de σ̂ diminue fortement les proble`mes de variance sur-pre´dite (cf
section suivante), il peut rester des artefacts et c’est ce que l’on observe ici. Ce-
pendant, malgre´ ces sure´valuations, les zones correspondantes du calcul ne sont pas
pe´nalise´es.
Influence du seuillage de σ̂
Comme indique´ au chapitre 4, la variance de diame`tre est seuille´e par des consi-
de´rations physiques pour limiter l’influence des diame`tres non re´els. Pour mieux
comprendre l’influence de cette ope´ration, le premier re´sultat pre´sente´ est une com-
paraison effectue´e entre un cas avec et un cas sans seuillage. Les re´sultats compa-
ratifs entre les deux cas a` la section D du domaine (y = 0.15m) sont pre´sente´s a` la
Fig. 6.4.
On remarque que les valeurs correspondant a` des diame`tres infe´rieurs au diame`tre
caracte´ristique d’injection d00inj = 500µm ne sont pas influence´es par le seuillage.
Dans toute la zone x > 0.06m, les valeurs sont tre`s proches avec ou sans seuillage.
Par contre, l’influence de cette ope´ration est essentielle sur la partie x < 0.06m. De
nombreuses grandeurs ne sont pas correctement pre´dites. Dans toute cette zone,
on devrait avoir des diame`tres supe´rieurs au diame`tre d’injection, croissant inde´fi-
niment au fur et a` mesure qu’on s’approche de l’abscisse d’injection x = 0.05m, mais
on observe une quasi stagnation du diame`tre a` 900µm.
De meˆme, la densite´ de particules pre´sente une de´ficience avec un ressaut en x = 0.06
non pre´vu par l’analyse.
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Fig. 6.4 – Influence du seuillage de σ̂ (y = 0.15m)
Solution analytique (-), Calcul avec seuillage (—), Calcul sans seuillage (- - -).
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Enfin, la variance maximale augmente d’un facteur 4 par rapport a` la valeur injecte´e.
Or, le cas physique impose une diminution de ce parame`tre depuis le point d’injec-
tion dans tout le domaine (cf section 4.5). Comme la formulation des e´quations est
conservative, l’augmentation de variance entraˆıne en re´action une sous-pre´diction
du diame`tre (par conservation de la masse).
Toutes ces erreurs auraient une influence beaucoup plus importante en e´coulement
turbulent et surtout en cas re´actif sur le champ de carburant liquide. La limitation
de l’influence des diame`tres non re´els est donc ne´cessaire. De plus, l’ope´ration de
seuillage a un effet non seulement sur la variance mais sur toutes les autres grandeurs
transporte´es. Elle permet de retrouver des comportements correspondant beaucoup
mieux a` la physique que l’on cherche a` de´crire. En ce sens, cette ope´ration participe
pleinement du mode`le physique au dela` des garde-fous nume´riques.
Sensibilite´ de l’e´coulement aux parame`tres du mode`le
Afin d’e´valuer la sensibilite´ du mode`le aux parame`tres fixe´s par l’utilisateur, une
e´tude parame´trique a e´te´ conduite sur les coefficients de l’approximation de e−
dSt
d2
et le parame`tre τconv.
Les cas e´tudie´s sont re´pertorie´s dans le tableau 6.3.
Nom du cas c1 p1 c2 p2 τconv
CAS A 0.39 3.27 0.8 -1.58 3.5d-2
CAS B 0.50 3. 0.50 -3. 35.5d-2
CAS C 0.50 2. 0.50 -2. 35.5d-2
CAS D 0.50 2. 0.50 -1. 3.5d-2
CAS E 0.50 3. 0.50 -1. 2.0d-2
CAS F 0.50 3. 0.50 -1. 1.0d-2
CAS G 0.50 3. 0.50 -1. 0.5d-2
CAS H 0.50 3. 0.50 -1. 4.0d-2
CAS I 0.50 3. 0.50 -1. 8.0d-2
Tab. 6.2 – Valeurs des parame`tres d’e´tude pour les cas A a` I
Les cas de A a` E concernent l’influence des parame`tres de la forme approche´e de
~uτ (d2).
Apre`s l’e´tude de ces cinq cas, l’interpolation E, conside´re´e comme la meilleure, est
choisie pour e´tudier l’influence du parame`tre τconv dans les cas F a` I.
Les valeurs de c1, p1, c2 et p2 du cas E sont celles qui ont e´te´ retenues pour l’e´tude
de la configuration Sommerfeld-Qiu et le bruˆleur VESTA (resp. chap. 7 et 8).
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• Parame`tres nume´riques : c1, p1, c2 et p2
Pour chaque interpolation teste´e (cas A a` D), un parame`tre τconv optimal a
e´te´ de´termine´ selon l’ade´quation entre le cas the´orique et le cas simule´. Les
re´sultats sont pre´sente´s uniquement pour cette valeur optimale (Fig. 6.5).
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Fig. 6.5 – Etude des parame`tres nume´riques
On remarque que les courbes conservent globalement la meˆme allure quelles
que soient les valeurs des constantes c1, p1, c2 et p2. Par contre, la densite´ de
particules fait apparaˆıtre des variations de position et d’amplitude de son maxi-
mum de 10 a` 80%. Cela est duˆ au fait que, si la distribution de diame`tres est
la meˆme pour chaque cas, changer l’allure de la re´partition des vitesses dans
~uτ (d2) au travers des coefficients c1, p1, c2 et p2 revient a` changer la trajectoire
des particules selon leur diame`tre et donc la densite´ de particules au final.
De meˆme, la variance pre´sente de tre`s fortes variations selon les cas. Pourtant,
ces variations ne parasitent ni n’influencent les autres grandeurs. Il n’y a pas
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de variations corre´le´es apparentes entre la variance et une autre grandeur. On
peut alors se demander quelle est l’influence re´elle de ce parame`tre. Il semble-
rait que la variance soit plutoˆt une sorte de ’feu vert’ indiquant si, oui ou non,
il peut y avoir des flux de´corre´le´es et donc variation de diame`tre. La variance
conditionne peu les autres grandeurs transporte´es et repre´sente donc plutoˆt
une quantification du ’potentiel local de se´parabilite´’ de l’e´coulement.
Quant aux valeurs des coefficients, la premie`re approximation (4.55) pre´conisait
c1 = 0.39, p1 = 3.27, c2 = 0.8 et p2 = −1.58. On voit que prendre des coefficients
aussi simples que c1 = 0.5, p1 = 3, c2 = 0.5 et p2 = −1, non seulement ne trans-
forme pas de fac¸on radicale les re´sultats, mais a meˆme tendance a` ame´liorer
les concordances.
Cet aspect est encourageant dans la mesure ou` il indique clairement que la
physique du phe´nome`ne ne se situe pas dans le choix pointu de coefficients
mais plutoˆt dans le fait d’avoir une vitesse conditionne´e par le diame`tre ~uτ qui
permet une variation continue en ’S ’ entre les deux valeurs asymptotiques que
sont la vitesse du gaz et la vitesse des particules de tre`s fort St.
• Parame`tre physique : τconv
Pour les coefficients nume´riques du CAS E, diffe´rentes valeurs du parame`tre
τconv ont ensuite e´te´ teste´es. Les re´sultats sont pre´sente´s a` la Fig. 6.6.
A nouveau l’allure ge´ne´rale semble peu modifie´e excepte´e sur la variance et
la re´partition des particules. Les raisons et les conse´quences sont exactement
les meˆmes que pour l’e´tude parame´trique de c1, p1, c2 et p2. Changer la courbe
~uτ (d2) revient a` changer les trajectoires des particules donc le profil de densite´,
et les fortes variations de variance n’influencent pas les autres grandeurs mais
autorisent juste l’exsitence de flux de´corre´le´s qui peuvent engendrer une va-
riation de diame`tre.
Par contre, si on observe les zones correspondant a` un fort α2, on remarque
cette fois-ci que τconv ge`re totalement la validite´ du diame`tre.
Pour des valeurs de τconv trop faibles, le diame`tre est trop faible et a` l’inverse
la densite´ de particules trop forte. Une valeur faible de τconv correspond a` un
e´coulement peu se´pare´ (flux de´corre´le´s faibles) et donc des variations de dia-
me`tre lentes.
A l’inverse, pour des valeurs de τconv trop fortes, le diame`tre est trop important
et la densite´ de particules trop faible. Une valeur forte de τconv correspond a` un
e´coulement rapidement se´pare´ (flux de´corre´le´s forts) avec apparition pre´coce
des diame`tres extreˆmes.
En ce sens, le parame`tre physique τconv re´git bien comme on le souhaite le re´-
gime de se´paration de l’e´coulement polydisperse.
L’effet des variations de τconv sur la courbe de ~uτ (d2) est pre´sente´ a` la Fig. 6.7.
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Fig. 6.6 – Etude parame´trique de τconv (y = 0.15m)
u!(d2)
u"
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dSt/d2
!conv # !conv$
Fig. 6.7 – Influence de τconv sur ~uτ .
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Plus τconv est faible, plus on force le mode`le a` ’pre´sumer’ que, pour la plupart
des diame`tres, les particules ont une vitesse proche de leur vitesse d’injection
(repre´sente´ par des tirets courts). A l’inverse, plus ce parame`tre est fort, plus
on force le mode`le a` ’pre´sumer’ que, pour la plupart des diame`tres, les par-
ticules ont une vitesse proche de la vitesse du gaz (repre´sente´ par des tirets
longs). Pour une valeur optimale, les particules se re´partissent de l’un a` l’autre
des comportements extreˆmes selon ce que l’on observerait dans le cas re´el et
le mode`le devient pre´dictif.
On remarque e´galement que le parame`tre τconv a peu d’influence sur les vitesses
moyennes et la fraction volumique. Il conditionne peu la validite´ de re´sultats
obtenus sur ces quantite´s et, par conse´quent, ne permet pas de ’recoller’ artifi-
ciellement si les phe´nome`nes e´taient mal mode´lise´s. C’est un re´sultat important
qui permet de s’inte´resser a` diffe´rentes valeurs de τconv sans craindre de voir
l’e´coulement comple`tement bouleverse´ de fac¸on artificielle.
Pour sche´matiser, on pourrait meˆme e´noncer que ce parame`tre ne ge`re que la
re´partition de diame`tre sans quasiment influencer le champ de vitesse et de
fraction volumique.
Estimation de τconv a priori
Le temps τconv est estime´ en se basant sur des conside´rations physiques. La pre-
mie`re ide´e est de conside´rer que ce parame`tre repre´sente le temps caracte´ristique
pendant lequel une particule est soumise a` une traˆıne´e orthogonale a` sa trajectoire
initiale. Dans le cas du spray liquide en souﬄage transverse, comme les particules
injecte´es sont relativement lourdes, c’est la hauteur du domaine (0.15m) divise´e par
la vitesse d’injection des particules (2m/s) soit ∼ 0.08s qui est retenue. On se rend
compte qu’en fait cette approche n’est pas suffisante pour un e´coulement turbulent
ou` il est difficile de de´gager de telles tendances. En e´largissant l’analyse a` tous les
cas e´tudie´s dans ce travail, il devient possible de de´gager une approche synthe´tique
plus comple`te. Ce point est discute´ a` la section 9.1.4, une fois la pre´sentation de
tous les cas re´alise´e.
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Chapitre 7
Comparaison calcul/expe´rience :
configuration Sommerfeld-Qiu
La configuration Sommerfeld-Qiu [70] a de´ja` e´te´ utilise´e pour la validation de mo-
de`les polydisperses [2]. Elle permet de valider un code LES sur la phase gazeuse, car
l’e´coulement rotatif met en jeu des phe´nome`nes complexes de couches de me´lange
et d’interactions turbulentes, et sur la phase disperse´e e´tant donne´s les couplages
avec le fluide porteur turbulent a` capturer pour chaque diame`tre.
De plus, le grand nombre de re´sultats donne´s sur cette configuration (profils de vi-
tesse moyenne et fluctuante, de diame`tre, de vitesse conditionne´e par le diame`tre...)
permet facilement de comparer directement les variables caracte´ristiques des mo-
de`les Lagrangien comme Eulerien.
Enfin, la faible fraction volumique de particules et l’absence de fortes interactions
avec les parois dans la grande majorite´ de la zone de mesure permet de pouvoir
valider uniquement le mode`le de transport.
La ge´ome´trie expe´rimentale est pre´sente´e a` la Fig. 7.1.
La zone 1 correspond a` l’e´coulement primaire droit charge´ en billes de verre.
Dans la zone 2, un e´coulement secondaire, annulaire, rotatif et sans particules, est
entretenu. Au niveau de l’e´largissement brusque, les deux e´coulements interagissent
cre´ant de nombreuses structures turbulentes qui arrachent des particules du jet pri-
maire. La mise en rotation de ce meˆme jet centrifuge les particules, plus ou moins
tard selon leur taille, les entraˆınant en direction des parois. Le tube principal, long
de 1.5m, est re´alise´ en Plexiglas afin de permettre les mesures par ane´mome`tre a` ef-
fet Doppler (Phase-Doppler Anemometer - PDA selon la terminologie anglophone)
sur les trois composantes de vitesse et la taille des particules. Enfin, en bout de
configuration, une boˆıte rectangulaire perce´e de quatre ouvertures elles aussi rec-
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1
2
3
Zone de mesure
(30cm)
Injecteur
(5cm)
Domaine
(150cm)
Evacuation
(10cm)
!=20cm
Fig. 7.1 – Configuration expe´rimentale
tangulaires permet l’e´vacuation. Selon Sommerfeld [70], cette boˆıte a une influence
significative sur la structure de l’e´coulement dans la zone de mesure au travers de
la remonte´e d’ondes inertielles dues aux re´tre´cissement impose´ par les quatre ou-
vertures.
Ce cas a de´ja` fait l’objet d’une e´tude par Apte et al. [2] en simulation des grandes
e´chelles avec une approche Lagrangienne du transport des particules. Les re´sultats
qu’ils obtiennent pre´sentent un tre`s bon accord avec l’expe´rience et le but de ce tra-
vail est d’atteindre des re´sultats comparables avec le gain en couˆt et en robustesse
que peut apporter la description Eule´rienne.
7.1 Configuration
Le maillage re´alise´ pour cette configuration comporte 750000 noeuds et 4,5 mil-
lions de cellules te´trae´driques. La plus petite cellule a un volume de 2.10−11m3 (soit,
pour donner une ordre de grandeur, 30 fois plus que la plus petite cellule du maillage
utilise´ par Apte et Mahesh [2]).
Une visualisation des tailles de mailles par rapport a` la taille de configuration et du
maillage de l’injecteur sont pre´sente´es en Figs. 7.2 et 7.3.
128
7.1 Configuration
Fig. 7.2 – Maillage de peau du domaine calcule´
(a) (b)
Fig. 7.3 – Maillage de l’injecteur
(a) Coupe (b) Agrandissement
129
Chapitre 7 : Comparaison calcul/expe´rience : configuration Sommerfeld-Qiu
Les conditions limites utilise´es sont re´pertorie´es dans le tableau 7.1.
Conditions limites : Gaz Liquide
Entre´e inte´rieure (A) : relax sur u1,n, u1,t et T1 avec injec-
tion de turbulence
relax sur u2,n, u2,t, d00, σ̂ et n2
Valeurs impose´es : valeurs interpole´es1 valeurs interpole´es1
Entre´e exte´rieure (B) : relax sur u1,n, u1,t et T1 avec injec-
tion de turbulence
mur glissant
Valeurs impose´es : valeurs interpole´es1
Sortie (C) : relax sur p1 convection pure
Valeurs impose´es : p1 = 101350Pa
Autre (D) : mur glissant adiabatique mur glissant
Tab. 7.1 – Re´sume´ des conditions limites
1 : selon le profil expe´rimental en x=3mm.
Les parame`tres physiques retenus pour ce cas sont :
– ρ2 = 2500kg/m3
– ν1 = 1.788.10−5
– τdrag(d00) ∼ 0.015s
Ce qui conduit aux valeurs suivantes des grandeurs adimensionnelles :
– St(d00) ∼ 1 pour le cas A, St(d00) ∼ 3 pour le cas B
– dSt ∼ 1 pour le cas A, dSt ∼ 1 pour le cas B
– Rep(d00) ∼ 12
7.2 Re´sultats
Deux cas de simulation sont pre´sente´s. Le cas A correspond a` une simulation
pour laquelle le seul parame`tre du mode`le τconv a e´te´ choisi de fac¸on heuristique se-
lon les crite`res du paragraphe 9.1.4, mais avant d’avoir pu de´gager la formule (9.4).
Le cas B est un exemple inte´ressant de re´sultats obtenus avec un parame`tre τconv
trop faible.
7.2.1 Cas A
Ce cas correspond a` la valeur τconv = 0.015s.
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Grandeurs moyennes
Les re´sultats obtenus pour les grandeurs moyennes gazeuses sont pre´sente´s sur
les Fig. 7.4 a` Fig. 7.6.
-0.08
-0.06
-0.04
-0.02
0.00
0.02
0.04
0.06
0.08
150
x=0.003 m 
y (m) 
___ LES
 o o o EXPE
x1
0-
3  
151050
x=0.025 m 
x1
0-
3  
840-4
x=0.052 m 
x1
0-
3  
420-2
x=0.085 m 
x1
0-
3  
420-2
x=0.112 m 
x1
0-
3  
420-2
x=0.155 m 
Fig. 7.4 – Vitesse axiale moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
On constate que les niveaux et les tendances de la vitesse axiale sont tre`s bien
respecte´s avec toutefois un de´ficit en x = 0.085m au niveau de l’axe y = 0 et une
le´ge`re sur-pre´diction des vitesses en x = 0.052 au niveau des ’creux’ y = ±0.025m.
De meˆme, les vitesses tangentielles et radiales pre´sentent de bons niveaux et de
bonnes tendances. Les vitesses tangentielles sont prises toujours positives comme
dans les donne´es expe´rimentales de re´fe´rence, ce qui explique la pre´sence de ’poin-
tes’ au niveau de l’axe de syme´trie de la configuration. Il est inte´ressant de regarder
les deux vitesses (radiale et tangentielle) ensemble car on constate un de´ficit de vi-
tesse radiale en (x = 52mm, y = ±0.045m) correspondant a` une sure´valuation de la
vitesse tangentielle en ces meˆmes zones. Ce phe´nome`ne semble lie´ a` une le´ge`re sous-
ouverture du jet a` cet endroit.
Les vitesses nulles observe´es sur les bords ne font que refle´ter les conditions d’adhe´-
rence a` la paroi de la condition limite utilise´e.
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Fig. 7.5 – Vitesse tangentielle moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Les re´sultats obtenus pour les grandeurs moyennes de la phase liquide sont pre´-
sente´s sur les Fig. 7.7 a` Fig. 7.10.
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Fig. 7.7 – Vitesse axiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
On peut mettre en e´vidence le caracte`re polydisperse du spray en e´tudiant la
corre´lation du champ de vitesse liquide avec le champ de vitesse gazeuse. Dans les
zones ou` cette corre´lation est forte, on peut affirmer qu’il y a des particules de petits
diame`tres. Cela est particulie`rement visible pour les trois composantes de vitesse
sur les coupes x = 0.003m et x = 0.025m dans les zones y > 0.4m et y < −0.4m. A l’in-
verse, sur l’axe, malgre´ la zone de recirculation gazeuse, les vitesses restent proches
de leur valeur initiale, c’est la preuve de la pre´sence de particules de diame`tre plus
important. La non uniformite´ de l’intensite´ des corre´lations entre les champs de
vitesse gazeuses et liquides dans des directions orthogonales a` l’e´coulement moyen
atteste du caracte`re polydisperse des particules injecte´es. En effet, pour un e´cou-
lement monodisperse, les particules relaxeraient progressivement et uniforme´ment
vers la vitesse gazeuse depuis leur point d’injection. La turbulence engendrerait des
inhomoge´ne´ite´s mais, sur l’e´coulement moyenne´ en temps, ces diffe´rences disparaˆı-
traient. Cette diffe´rence est essentielle entre les deux types d’e´coulement diphasique.
Par rapport a` l’expe´rience, a` nouveau, on constate un bon accord des allures des
profils et des niveaux. On peut cependant ajouter deux nuances : les ’creux’ visibles
a` la zone frontie`re du jet central avec le ’swirl’ externe sont sous-e´value´s (vitesses
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Fig. 7.8 – Vitesse tangentielle liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.9 – Vitesse radiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.10 – QDM axiale liquide (α2U2). AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
trop importantes autour de y = 0.02m) et en x = 0.155m, le profil calcule´ semble
de´connecte´ des valeurs donne´es par l’expe´rience sur l’axe. La premie`re inexactitude
est due au fait qu’il n’y a quasiment pas de particules dans la zone exte´rieure au
jet central et que par conse´quent les re´sultats doivent eˆtre analyse´e avec pre´cau-
tion dans ces zones. La seconde est due a` une ouverture trop pre´coce du jet de
particules. Cela se voit particulie`rement bien sur les profils de QDM axiale liquide
(α2U2 a` la Fig. 7.10). La cause la plus probable semble eˆtre le de´ficit de vitesse
axiale gazeuse que l’on observe tre`s nettement a` la Fig. 7.4 en x = 0.085m, 0.112m
et 0.155m. Ce de´ficit engendre une surestimation de la traˆıne´e contra-motrice pour
les particules, les ralentissant de fac¸on trop importante. La traˆıne´e due aux vitesses
radiale et tangentielle continue par contre d’entraˆıner les particules vers l’exte´rieur
produisant cette ouverture pre´mature´e.
Cette explication est confirme´e par les profils de la Fig. 7.8 ou` l’on observe en
x = 0.085m une surestimation nette des vitesses tangentielles sur la zone |y| > 0.05m
qui engendre a` son tour une surestimation des vitesses radiales en x = 0.112m pour
|y| > 0.07m.
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Densite´, fraction volumique et conse´quences sur l’interpre´tation des re´sultats
Les profils moyen de densite´ et de fraction volumique (e´quivalente a` la fraction
massique au facteur ρ2 pre`s) sont pre´sente´s respectivement aux Figs. 7.11 et 7.12.
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Fig. 7.11 – Densite´ moyenne des particules. AVBP TPF(-)
On constate que le jet moyen de particule est tre`s compact et s’e´largit doucement
en s’atte´nuant. Il y a cependant un effet de moyenne trompeur. Les bords du jet
sont agite´s de structures turbulentes gazeuses qui arrachent a` intervalles irre´guliers
une partie des particules. Cela apparaˆıt sous la forme de zones situe´es de part et
d’autre de l’axe y = 0 dans lesquelles on a l’impression que la densite´ et la fraction
volumique ont diffuse´. La Fig. 7.13 permet de visualiser ces zones. Le profil moyen
de vitesse axiale liquide y est repre´sente´ et les zones turbulentes dans lesquelles les
moyennes incluent les particules nume´riques sont indique´es en gris clair.
Dans ces zones, il y a une alternance ’pre´sence de particules’/’absence de parti-
cules’ qui cre´e des valeurs interme´diaires entre une densite´ nulle et la densite´ d’in-
jection. Or, moyenner des ’particules de vide’ avec des particules injecte´es conduit
a` des valeurs non repre´sentatives au sens de l’expe´rience. C’est donc dans ces zones
que l’on observe le moins bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux sur les profils
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Fig. 7.12 – Fraction massique moyenne des particules. AVBP TPF(-)
de vitesse ou de diame`tre, et ce d’autant plus que les moyennes contiennent peu de
particules ’physiques’. Pour n’e´valuer que le transport physique, il faudrait pouvoir
effectuer les moyennes seulement lorsque le diame`tre est supe´rieur a` une valeur
seuil par exemple, de fac¸on a` e´liminer le poids des particules nume´rique de vide.
Ceci ame`ne a` la conclusion qu’en Eule´rien comme en Lagrangien, moins une zone
est dense en particules, moins les re´sultats sont significatifs.
Par contre, ces zones ’vides’ passent sans proble`me nume´riquement. De plus, elles
ne polluent pas le reste de l’e´coulement. Ce sont deux points sont essentiels pour
pouvoir simuler des e´coulements re´actifs dans lesquelles la combustion produit na-
turellement des zones sans carburants qui ne doivent pas ge´ne´rer d’instabilite´s ni
modifier le reste du calcul.
Grandeurs fluctuantes
Les re´sultats obtenus pour les grandeurs fluctuantes moyennes gazeuses sont pre´-
sente´s sur les Fig. 7.14 a` Fig. 7.16.
Les niveaux de turbulence gazeuse sont en tre`s bon accord avec l’expe´rience avec
une le´ge`re faiblesse sur la partie avale de la configuration (x ≥ 0.085m). Ce proble`me
peut eˆtre duˆ a` un temps de moyenne encore trop faible. On remarque e´galement un
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Fig. 7.13 – Vitesse axiale liquide moyenne et zones de me´lange. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70]
(◦)
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Fig. 7.14 – Vitesse axiale fluctuante moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.15 – Vitesse tangentielle fluctuante moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.16 – Vitesse radiale fluctuante moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
comportement e´tonnant en x = 0.052m, la pre´sence d’un triple pic la` ou` l’expe´rience
donne seulement deux pics. C’est d’autant plus e´tonnant que cette singularite´ ne
se retrouve pas dans les autres directions. C’est peut-eˆtre un point a` e´tudier pour
comprendre le de´ficit de vitesse axiale qui apparaˆıt en x = 0.085m.
Si les fluctuations de vitesse gazeuse sont bien de´finies [34 ; 8], les fluctuations
de vitesse de la phase disperse´e sont des quantite´s qui ne´cessitent une attention
particulie`re avant d’eˆtre compare´es aux re´sultats expe´rimentaux.
En effet, il convient de s’inte´resser a` la de´finition donne´e par Sommerfeld et al. [70],
des quantite´s fluctuantes liquides mesure´es. D’apre`s les notations de ce document,
les quantite´s mesure´es sont {u2}2 et
√
{u2}′22 avec :
{u2}2 = {u2}2 + {u2}
′
2 (7.1)
ou` le surlignement repre´sente la moyenne temporelle et l’apostrophe indique une
quantite´ fluctuante dans le temps.
On va chercher a` exprimer ces grandeurs en fonction des grandeurs transporte´es
par le code de calcul. La moyenne du carre´ de la vitesse fluctuante se de´veloppe en :
{u2}′22 = {u2}22 − {u2}2
2
(7.2)
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Or la de´composition de la vitesse liquide donne :
{u2}2 = {U2 + u′′2}2
= U2 + {u′′2}2
(7.3)
En reportant ce re´sultat dans (7.2), il vient :
{u2}′22 = U22 + {u′′2}22 + 2U2{u′′2}2 − U2
2 − {u′′2}2
2 − 2U2{u′′2}2
= U22 − U2
2 + {u′′2}22 − {u′′2}2
2
(7.4)
En faisant apparaˆıtre les valeurs fluctuantes de U2 et {u′′2}2, il vient finalement :
{u2}′22 = U ′22 + {u′′2}′22 (7.5)
Cette relation de´montre qu’en e´coulement polydisperse, la fluctuation de vitesse
donne´e par l’expe´rience correspond aux fluctuations temporelles de vitesse moyenne
et de vitesse de´corre´le´e moyenne. Les re´sultats obtenus avec cette de´finition de la
vitesse liquide fluctuante sont pre´sente´s a` la Fig. 7.17.
La comparaison avec l’expe´rience montre que les niveaux et les allures obtenus par
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Fig. 7.17 – Vitesse axiale fluctuante moyenne du liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
simulation sont tout a` fait pertinents. Le de´ficit observe´ a` proximite´ de l’entre´e ne
semble pas avoir de conse´quence sur le de´veloppement aval, meˆme si l’on peut noter
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un autre de´ficit en x = 0.155m au niveau de l’axe.
La pre´sence des trois pics en x = 0.052m de´note une forte corre´lation entre les fluc-
tuations liquides et celles de la phase gazeuse. Or comme montre´ au chapitre 6, le
mode`le a beaucoup d’influence sur la dispersion des particules (en terme de den-
site´ ou de fraction massique) mais tre`s peu d’influence sur le champ de vitesse
liquide. Ainsi, une meilleure pre´diction des valeurs fluctuantes liquide passe par
une meilleure pre´diction des valeurs fluctuantes gazeuses.
Diame`tre
Les profils de diame`tre sont pre´sente´s a` la Fig. 7.18 ou` sont e´galement repre´sente´s
les re´sultats de Apte et Mahesh [2].
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Fig. 7.18 – Diame`tre caracte´ristique moyen des particules (d00). AVBP TPF(-), Apte et Mahesh
[2] (-), Sommerfeld[70] (◦)
Les diame`tres sont assez correctement pre´dits malgre´ les inexactitudes du champ
de vitesse. Cette constatation de´ja` faite sur le cas du jet liquide en e´coulement trans-
verse (Chap. 6, Fig. 6.3) ou` l’on observe en x=0.1m une tre`s bonne pre´diction des
diame`tres alors qu’en cette abscisse, les vitesses pre´sentent un de´ficit. Ce re´sultat
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est peut-eˆtre en partie duˆ au fait que le diame`tre est une racine cubique de la frac-
tion volumique, ce qui a naturellement tendance a` diminuer l’effet des erreurs sur
les grandeurs transporte´es.
On note des diame`tres trop importants au niveau des parois. L’absence de traite-
ment particulier (notamment pour la prise en compte globale des rebonds) induit
une stagnation, puis un entraˆınement par la traˆıne´e des particules le´ge`res et donc
au final une surestimation du diame`tre dans les zones de proche paroi. Cet aspect
est un des axes d’ame´lioration de ce travail.
La comparaison les profils obtenus par Apte et Mahesh [2] en simulation Lagran-
gienne montre que le mode`le Eule´rien, bien que moins pre´cis, est capable de capter
l’essentiel du phe´nome`ne.
Vitesses reconstitue´es
D’apre`s la relation (4.47), il est possible, a` partir des champs instantane´s de
vitesses du spray polydisperse de reconstituer le champ de vitesse monodisperse
pour n’importe quel diame`tre.
Ainsi, la vitesse ~u30 des particules de diame`tre 30µm s’e´crit :
u30,i = u1,i + (u∞,i − u1,i) exp
(
− d
2
St
(30.10−6)2
)
(7.6)
De meˆme, on reconstitue la vitesse ~u60 des particules de diame`tre 60µm :
u60,i = u1,i + (u∞,i − u1,i) exp
(
− d
2
St
(60.10−6)2
)
(7.7)
Les ope´rations qui visent a` retrouver des grandeurs a` partir de leur moyenne
sont en ge´ne´ral de´licates et peu pre´cises. C’est donc avec prudence que cette ope´-
ration a e´te´ effectue´e a` des fins d’analyse et pour comparaison avec les re´sultats
expe´rimentaux qui fournissent ge´ne´ralement ce genre de grandeurs. Les re´sultats
sont pre´sente´s aux Figs. 7.19, 7.21 et 7.23 pour ~u30 et aux Figs. 7.20, 7.22 et 7.24
pour ~u60.
La comparaison avec les mesures montre que les niveaux sont bien reproduits,
ce qui repre´sente un point tre`s inte´ressant dans le but d’obtenir des champs mono-
disperse a priori, par simple reconstruction a` partir d’un calcul polydisperse. Les
e´carts observe´s semblent correspondre a` des e´carts de´ja` observe´s sur les champs
polydisperses moyens pour l’une ou l’autre des deux phases. Comme la me´thode de
reconstruction utilise a` la fois les vitesses gazeuse et liquide, ce re´sultat n’est pas
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Fig. 7.19 – Vitesse axiale reconstruite des particules de diame`tre 30µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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Fig. 7.20 – Vitesse axiale reconstruite des particules de diame`tre 60µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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Fig. 7.21 – Vitesse tangentielle reconstruite des particules de diame`tre 30µm. AVBP TPF(-),
Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.22 – Vitesse tangentielle reconstruite des particules de diame`tre 60µm. AVBP TPF(-),
Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.23 – Vitesse radiale reconstruite des particules de diame`tre 30µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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Fig. 7.24 – Vitesse radiale reconstruite des particules de diame`tre 60µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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e´tonnant. Dans la mesure ou` par contre la me´thode de reconstruction n’amplifie
pas les e´carts, cela permet de supposer fortement que sa validite´ n’est pas mise
en cause et qu’en pre´sence de re´sultats ’parfaits’, la reconstruction produirait des
re´sultats ’parfaits’ e´galement.
Par ailleurs, on constate que les comportements essentiels des deux populations ont
bien e´te´ capte´s (la plus ou moins grande sensibilite´ a` la traˆıne´e), a` savoir les parti-
cules de diame`tre 30µm forment un jet qui s’ouvre tre`s toˆt tandis que les particules
de diame`tre 60µm ont une trajectoire presque rectiligne jusqu’en x = 0.155m.
Les profils reconstitue´s de vitesses radiales et tangentielles confirment ces tendances
avec les meˆmes ordres de pre´cision.
Par ailleurs, il convient de noter qu’il existe certaines zones pour lesquelles on
observe un e´cart plus important entre profil reconstitue´ et profil expe´rimental. Ces
e´carts sont maximaux dans les zones identifie´es a` la Fig. 7.13. Ainsi, l’e´cart semble
en majeure partie duˆ a` une densite´ trop faible pour eˆtre caracte´ristique. Cette cor-
re´lation se ve´rifie pour les deux vitesses ~u30 et ~u60. A chaque fois que la densite´
baisse par rapport a` la densite´ d’injection, l’e´cart semble augmenter.
En conclusion, si l’on exclut les zones trop peu denses pour eˆtre repre´sentatives,
on obtient de bons re´sultats sur la reconstruction. Ceci semble indiquer que le
mode`le polydisperse est en bonne ade´quation avec la physique qu’il souhaite re-
pre´senter et reproduit correctement la dynamique des particules. Les hypothe`ses
monodisperses utilise´es pour en tirer des proprie´te´s de groupe semblent eˆtre les
bonnes et l’utilisation de moyennes dans cette description ne constitue donc plus
une perte forte des informations particulaires.
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7.2.2 Cas B
Ce cas est tre`s inte´ressant pour de´gager des e´le´ments probants sur l’influence du
seul parame`tre du mode`le τconv. Le cas est similaire en tous points au cas pre´ce´dent,
avec un parame`tre τconv valant cette fois-ci 0.004s (contre 0.015s pre´ce´demment).
Si l’on conside`re les grandeurs moyennes liquides (pre´sente´es aux Figs. 7.25-7.27),
les re´sultats semblent tout a` fait acceptables et en tout cas du meˆme ordre de
pre´cision que pour le cas A.
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Fig. 7.25 – Vitesse axiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
Par contre la QDM (Fig. 7.29) pre´sentent des tendances tre`s diffe´rentes. Le jet
semble s’ouvrir plus tard (x ∼ 0.150m contre x ∼ 0.120m pour le cas A) mais beau-
coup plus vite. De meˆme, le diame`tre (Fig. 7.28) suit beaucoup moins les re´sultats
expe´rimentaux et tout particulie`rement au fur et a` mesure que l’on s’approche des
parois.
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Fig. 7.26 – Vitesse tangentielle liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.27 – Vitesse radiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.28 – QDM axiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.29 – Diame`tre caracte´ristique des particules (d00). AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Une valeur faible de τconv signifie au niveau de la physique mode´lise´e, une moins
grande sensibilite´ aux phe´nome`nes de se´paration des particules. Cela a plusieurs
conse´quences au niveau macroscopique. La Fig. 7.30 propose et compare une re-
pre´sentation sche´matique en coupe des cas A et B pour mieux comprendre ces
conse´quences. Les chiffres cercle´s indiquent de fac¸on qualitative la valeur locale du
diame`tre, les fle`ches indiquent, a` l’inte´rieur du jet, la trajectoire des particules et,
a` l’exte´rieur, les zones de recirculation du gaz.
Cas B
Cas A
1
1
1
1
5
3 3 3
3
3
3
3
2
3
2 4
3 42
2
3
3
3
Fig. 7.30 – Repre´sentation sche´matique des deux e´coulements.
Pour le cas A, les particules de faible diame`tre (1) sont arrache´es tre`s toˆt par
les tourbillons de bord du jet. Ensuite, les particules plus grosses mais encore assez
le´ge`res (2-3) sont centrifuge´es. Enfin, la se´paration de diame`tre dans la zone cen-
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trifuge´e tend a` moins de´vier les particules lourdes (4) que les le´ge`res (2). Seules les
particules tre`s lourdes (5) atteignent le bord de la zone de recirculation.
Pour le cas B, la faible valeur de τconv empeˆche toute se´paration. Il n’y a pas d’arra-
chement de particules (la QDM ne s’e´largit pas) et cela laisse le diame`tre inchange´
au sein du jet (3). De plus, l’absence d’interactions avec la turbulence gazeuse ne
de´stabilise pas le spray liquide qui garde une forme cylindrique et suit une trajec-
toire quasi rectiligne. En fait, l’impossibilite´ d’avoir des effets de se´paration produit
une simulation e´quivalente a` un cas monodisperse pour lequel on aurait un dia-
me`tre constant environ e´gal au diame`tre moyen d’injection du cas polydisperse
(ici ∼ 45µm). C’est ce qui explique la sous pre´diction du diame`tre sur l’axe y = 0
(Fig. 7.29). En l’absence d’effet de se´paration, il ne peut y avoir de variations du
diame`tre local. Le diame`tre d’injection est conserve´.
Le fait d’utiliser un parame`tre τconv trop faible ’tue’ les effets polydisperses. L’e´cou-
lement semble alors insensible aux effets du gaz car les petites particules ne sont
plus arrache´es. On observe des re´sultats e´quivalents a` un cas monodisperse. On
retrouve donc bien le comportement attendu lors de la construction du mode`le, a`
savoir le controˆle au travers du parame`tre τconv la facilite´ avec laquelle les particules
peuvent avoir des trajectoires diffe´rentes.
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Application a` un cas
industriel :VESTA
La chambre de combustion VESTA (Turbome´ca - groupe SNECMA) est une
configuration industrielle pre´sentant un e´coulement turbulent rotatif coaxial.
Le but de cette simulation est de faire une de´monstration de la robustesse du mode`le
dans une ge´ome´trie plus complexe que le cas Sommerfeld-Qiu et d’illustrer l’effet
de la polydispersion du spray sur un cas re´aliste. L’e´coulement est sche´matise´ a` la
Fig. 8.1.
Cette ge´ome´trie est typique des chambres de combustion d’he´licopte`res. L’injec-
tion de carburant se fait a` l’aide d’un atomiseur situe´ un peu plus en amont du plan
1. Le swirl ge´ne´re´ a` partir de la zone 2 sert a` stabiliser la flamme 6 et engendre une
zone de recirculation tre`s puissante qui remonte quasiment jusqu’au plan d’entre´e.
Les jets de dilution 3 et 4 permettent a` la fois un approvisionnement en comburant
pour la flamme et une dilution des gaz bruˆle´s en direction de la sortie 5 pour aug-
menter la dure´e de vie des composants de la chambre.
Les effets de la flamme ne sont pas e´tudie´s ici. On s’inte´resse uniquement a` la dis-
persion des gouttes de carburant dans la chambre.
8.1 Configuration
Le maillage re´alise´ pour cette configuration comporte 160000 noeuds et 1 millions
de cellules te´trae´driques. Une visualisation des tailles de mailles par rapport a` la
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x
y
3 - Jets de
dilution
supérieurs
4 - Jets de
dilution
inférieurs
1 - Injection
liquide+gaz
2 - Injection
swirlée gaz
5 - Sortie
6 - Flamme
Fig. 8.1 – Sche´matisation de l’e´coulement
taille de configuration et du maillage de l’injecteur sont pre´sente´es a` la Fig. 8.2.
Les parame`tres physiques retenus pour ce cas sont :
– ρ2 = 780kg/m3
– ν1 = 1.788.10−5
– τdrag(d00) = 0.025s
– τconv(d00) = 7.10−4s
Ce qui conduit aux valeurs suivantes des grandeurs adimensionnelles :
– St(d00) ∼ 4
– dSt ∼ 2
– Rep(d00) ∼ 4
Les conditions limites utilise´es sont re´pertorie´es dans le tableau 8.1 et corres-
pondent a` la Fig. 8.3. Les plans situe´s de part et d’autre de la configuration utilisent
des conditions de pe´riodicite´ (cf Fig. 8.2).
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(a) (b)
Fig. 8.2 – Maillage de peau du domaine calcule´
(a) Vue de dessus (b) Vue de dessous
Conditions limites : Gaz Liquide
Entre´e inte´rieure (1) : relax sur u1,n, u1,t et T1 relax sur u2,n, u2,t, d00, σ̂ et n2
Valeurs impose´es : ‖~u1‖ = 15m/s, injection normale ‖~u2‖ = 15m/s
Entre´e exte´rieure (2) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs impose´es : ‖~un1‖ = 15m/s, ‖~ut1‖ = 17m/s, in-
jection rotative
Entre´e supe´rieure (3) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs impose´es : ‖~u1‖ = 15m/s, injection normale
Entre´e infe´rieur (4) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs impose´es : ‖~u1‖ = 15m/s
Sortie (5) : relax sur p1 convection pure
Valeurs impose´es : p1 = 101350Pa
Autre (6) : mur glissant adiabatique mur glissant
Tab. 8.1 – Re´sume´ des conditions limites
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1
2
3
4
5
6
Fig. 8.3 – Visualisation des conditions limites
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8.2 Re´sultats
Deux simulations, l’une monodisperse effectue´ a` d00,inj = 30µm et l’autre polydis-
perse effectue´ a` d00 = 32µm avec σ̂ = 0.4 sont pre´sente´es.
Six coupes indice´es de A a` F sont effectue´es sur le plan me´dian (z = 0) comme
indique´ sur la Fig. 8.4. Le syste`me de coordonne´es (x, y) est transforme´ de fac¸on a`
co¨ıncider avec le syste`me (xθ, yθ) afin de faciliter la lecture des re´sultats.
E
BD C AF
y!
x!
x
y
Fig. 8.4 – Coupes de re´sultats et changement de repe`re
Les re´sultats obtenus pour les vitesses gazeuses sont pre´sente´s aux Figs. 8.5-8.7.
Les re´sultats sont typiques d’un e´coulement rotatif. On remarque que la zone
de recirculation est tre`s forte (avec des vitesses de retour de l’ordre de 10m/s) et
qu’elle remonte e´galement tre`s haut en amont de la configuration. La vitesse selon
yθ montre une ouverture tre`s rapide de l’e´coulement gazeux (coupe A) ainsi que
l’influence des jets de dilution supe´rieurs (coupes E et F). Quant a` la vitesse de
rotation (selon z), a` part en zone proche de l’injection, elle est assez faible. Cela
est suˆrement duˆ a` l’e´largissement brusque qui a tendance a` ralentir fortement les
vitesses tant selon la normale au plan d’injection qu’au niveau de la rotation.
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Fig. 8.5 – Vitesse moyenne selon xθ en m/s.
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Fig. 8.6 – Vitesse moyenne selon yθ en m/s.
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Fig. 8.7 – Vitesse moyenne selon z en m/s.
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Les re´sultats obtenus pour la fraction massique liquide sont pre´sente´s a` la Figs. 8.8.
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Fig. 8.8 – Fraction massique liquide. monodisperse (- -), polydisperse (-)
On remarque que le jet polydisperse est beaucoup moins sensible a` l’e´coulement
rotatif gazeux et qu’il est plus re´parti sur toute la largeur de la coupe. Ce n’est pas
e´tonnant dans la mesure ou` ce jet est la superposition de nombreuses particules de
diame`tres diffe´rents et que donc on observe une superposition de jets monodisperses,
plus ou moins sensibles a` la traˆıne´e en fonction du St des particules qui le compose.
Les re´sultats obtenus pour les deux vitesses liquides, c’est-a`-dire la vitesse mo-
nodisperse et la vitesse moyenne polydisperse sont pre´sente´s aux Figs. 8.9-8.11.
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Fig. 8.9 – Vitesse selon xθ en m/s. monodisperse (- -), polydisperse (-)
Le point qui frappe imme´diatement est la diffe´rence e´vidente a` la fois de compor-
tement et de niveau entre les deux vitesses selon xθ. Au niveau de la coupe A, tout
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Fig. 8.10 – Vitesse selon yθ en m/s. monodisperse (- -), polydisperse (-)
5.0
4.5
4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
3210-1
A
y! (mm) 
3210-1
B
3210-1
C
3210-1
D
3210-1
E
3210-1
F
Fig. 8.11 – Vitesse selon z en m/s. monodisperse (- -), polydisperse (-)
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particulie`rement, la` ou` le monodisperse indique une pe´ne´tration, le polydisperse
donne une forte recirculation. Et sur le reste du domaine jusqu’a` la coupe F, les
vitesses sont tout simplement de meˆme amplitude mais de signe oppose´. La prise
en compte de nombreuses tailles de gouttes dans la vitesse moyenne a tendance,
pour ce cas, a` donner un champ de vitesse beaucoup plus sensible a` la traˆıne´e. Cela
peut eˆtre duˆ en partie au choix du parame`tre τconv mais la tendance est beaucoup
trop forte pour lui en attribuer la seule responsabilite´. Il s’agit plutoˆt, vu la forte
variance de diame`tre (σ̂ = 0.4), d’une re´elle contribution de l’ope´ration de moyenne
sur l’ensemble des diame`tres.
Selon les autres axes, les diffe´rences de vitesse sont moins marque´es. On remarque
cependant tre`s nettement l’effet de la traˆıne´e sur la vitesse polydisperse sur la coupe
A dans la zone yθ > 3mm. Il y a une forte corre´lation entre cette ’bosse’ et celle
vue dans la meˆme zone sur la vitesse gazeuse. En fait, il se trouve qu’a` cet endroit
seules des gouttes de taille tre`s faible qui relaxent tre`s vite vers la vitesse du gaz
sont pre´sentes, comme le montre la Fig. 8.12.
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Fig. 8.12 – Diame`tre polydisperse en µm.
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Les re´sultats obtenus pour la vitesse reconstitue´e correspondant au diame`tre
30µm sont pre´sente´s aux Figs. 8.13-8.15 et compare´s a` la vitesse monodisperse.
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Fig. 8.13 – Vitesse selon xθ en m/s. monodisperse (- -), reconstitue´ (-)
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Fig. 8.14 – Vitesse selon yθ en m/s. monodisperse (- -), reconstitue´ (-)
La proce´dure de reconstruction permet de retrouver de fac¸on stupe´fiante les
bons profils monodisperses. on constate cette fois-ci un tre`s bon accord au niveau
des tendances (meˆmes variations) et des niveaux (meˆme signe et meˆme ordre de
grandeur). Alors que le champ de vitesse moyenne laissait penser a` un mauvais
comportement du mode`le, on constate qu’il n’en est rien et que, au contraire de
l’approche intuitive, cette vitesse repre´sente tout a` fait l’e´coulement moyen.
En rentrant dans les de´tails, on peut remarquer que les amplitudes ne sont pas tout
a` fait pre´dites et les profils reconstruits sont, de manie`re ge´ne´rale, plus ’plats’.
Par ailleurs, la pe´ne´tration du jet reconstitue´ semble moindre que ce qu’indique le
calcul 30µm. Pourtant, la valeur du parame`tre τconv est plutoˆt faible par rapport ce
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Fig. 8.15 – Vitesse selon z en m/s. monodisperse (- -), reconstitue´ (-)
que donne son estimation initiale (cf section 9.1.4). On s’attendrait donc a` avoir
un comportement plutoˆt trop fortement balistique, c’est-a`-dire correspondant a` des
particules de fort St. Or la vitesse reconstitue´e montre un comportement encore un
peu trop proche de la vitesse du gaz.
L’hypothe`se la plus probable est que la forte zone de recirculation qui remonte
tre`s en amont agit comme un bouclier qui empeˆche les particules de progresser et
e´galement comme une toupie qui les centrifuge. Pour les gouttes, ces deux effets
combine´s forment une perturbation beaucoup plus forte que la simple action d’une
traˆıne´e transverse comme celle pre´sente´e au chapitre 6. Il n’est donc pas e´tonnant
de constater qu’il faudrait encore diminuer le parame`tre τconv (sans doute d’environ
un tiers) pour obtenir un accord meilleur.
Ces re´sultats permettent de valider la de´marche qui consiste a` de´terminer le
parame`tre τconv a` partir d’un calcul monodisperse dans le cas ou` l’expe´rience fait
de´faut pour son ajustement. C’est un point tre`s inte´ressant du point de vue de la
me´thodologie de calcul car cela signifie que l’on peut initier un calcul polydisperse
par une simulation a` variance nulle et passer ensuite a` la variance nominale en uti-
lisant les re´sultats obtenus sur le champ de vitesse a` variance nulle pour de´terminer
τconv. Cette me´thode permet d’e´conomiser les couˆts informatiques d’un transitoire
nume´rique (le temps que met l’e´coulement a` s’installer dans le domaine et qui re-
pre´sente souvent plus de 50% du temps de calcul) et donne de plus au final deux
jeux complets de re´sultats.
Il est par ailleurs tre`s inte´ressant de constater que chercher a` deviner le champ de
vitesse probable d’un diame`tre donne´ a` partir du seul champ de vitesse moyenne
polydisperse peut conduire non seulement a` des valeurs de niveau inexactes mais
surtout a` des erreurs comple`te de tendance et d’orientation. Ce point est crucial
quant a` l’interpre´tation de re´sultats en vue de garantir la stabilisation d’une flamme
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par exemple. Raisonner en polydisperse sur la seule vitesse moyenne peut conduire a`
penser que le carburant circule dans le sens oppose´ au sens re´el. De meˆme, raisonner
a` partir d’un calcul monodisperse pour estimer par analogie les champ correspon-
dant a` d’autres diame`tres peut conduire a` ne´gliger une forte partir du carburant se
de´plac¸ant en sens contraire des particules du diame`tre choisi. Il est beaucoup plus
pertinent de se donner quelques diame`tres caracte´ristiques et de reconstituer leurs
champs de vitesse. La forme de la loi log-normale (donne´e par d00 et σ̂) donne alors
les populations relatives de chaque diame`tre et l’on peut interpre´ter les re´sultats.
Les tre`s bons re´sultats donne´s par la proce´dure de reconstruction montrent qu’au
travers des deux effets successifs du mode`le de transport et de la reconstruction,
ce sont les bonnes hypothe`ses qui ont e´te´ utilise´es et qui permettent d’obtenir un
mode`le qui agit dans le sens de la physique.
Si l’on ajoute que l’e´vaporation en re´gime turbulent ge´ne`re une polydispersion de
fait et que la flamme est extreˆmement sensible aux variations locales de richesse de
carburant, la diffe´rence de re´partition du carburant (Fig. 8.8) entre un cas mono-
disperse et un cas polydisperse montre que l’aspect polydisperse ne peut pas eˆtre
ignore´ pour effectuer des simulations de combustion diphasique turbulente.
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Chapitre 9
Bilan du mode`le polydisperse et axes
de de´veloppement
9.1 Bilan du mode`le polydisperse
9.1.1 Apport du mode`le
L’aspect polydisperse d’un e´coulement diphasique turbulent engendre une plus
grande dispersion spatiale des particules transporte´es. En pratique, cela conduit a`
une re´partition tre`s diffe´rente du carburant dans une chambre de combustion par
rapport au cas monodisperse et donc a` des re´gimes de flamme ou des limites de
stabilite´ modifie´s.
Il est donc crucial que le premier e´le´ment important du mode`le de´veloppe´ dans ce
travail soit sa capacite´ a` capturer la dispersion diffe´rencie´e de la phase liquide en
fonction de la taille des particules.
Le second point inte´ressant de ce mode`le est la possibilite´ de mettre en e´vidence
diffe´rents phe´nome`nes instationnaires caracte´ristiques du polydisperse, comme l’ar-
rachement de petites particules au jet principal par les structures turbulentes ga-
zeuses.
Pour autant, cette meilleure pre´diction de la physique de l’e´coulement ne se fait
pas au prix d’une forte augmentation du temps de calcul. En effet, seule une e´qua-
tion de transport supple´mentaire est ne´cessaire. Par exemple, si l’on conside`re un
calcul diphasique re´actif complet avec deux re´actions et six espe`ces, le surcouˆt du
polydisperse par rapport au monodisperse ne repre´sente pas plus de 5% a` 10%.
Par ailleurs, comme montre´ sur le cas VESTA (cf chapitre 8), ce mode`le est assez
robuste pour eˆtre utilise´ sur des configurations complexes.
Enfin, les possibilite´s de reconstruction de grandeurs particulaires a` partir des gran-
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deurs moyennes offrent des perpectives tre`s inte´ressantes. Il semble e´vident que la
possibilite´ d’effectuer un seul calcul pour obtenir le comportement de chaque classe
de particules au lieu d’un calcul par classe est un progre`s conside´rable. Dans un
but de dimensionnement ou d’e´tude d’impact, cette proprie´te´ peut permettre de
limiter les cycles d’e´tude en R&D par exemple.
9.1.2 Point a` traiter avec pre´cautions en polydisperse
Etant donne´ l’influence tre`s forte du gaz sur le liquide au travers du couplage
de traˆıne´e sur toutes les e´chelles de diame`tre, un des points essentiels pour obte-
nir un transport valide de toutes les particules (en diphasique en ge´ne´ral, mais en
polydisperse tout particulie`rement) est le soin a` apporter au calcul du champ de
vitesse gazeuse. De la meˆme fac¸on qu’en Lagrangien l’e´valuation de la vitesse ’vue’
ne´cessite des traitements et des mode`les spe´cifiques, la vitesse gazeuse Eule´rienne
conditionne tellement fortement les re´sultats sur la phase liquide qu’un mode`le ne
peut eˆtre e´value´ de fac¸on inde´pendante sans l’assurance d’une totale validite´ de
cette vitesse.
Le deuxie`me point important est la pre´cision avec laquelle les reconstructions de
diame`tre ou de variance doivent eˆtre effectue´es. Les relations de reconstructions pre´-
sentent de forts risques nume´riques du fait de la pre´sence de puissances non entie`res
et d’exponentielles. Il convient donc de re´duire au maximum (ou de compenser) les
erreurs nume´riques sur le transport des grandeurs permettant ces reconstitutions
afin de ne pas les amplifier au travers des reconstructions.
Enfin, par expe´rience, il faut absolument e´viter les forts gradients entretenus (c’est
a` dire impose´ par la ge´ome´trie ou l’e´coulement). Ces gradients sont sources d’in-
stabilite´s que les ope´rateurs de traitement de front ne peuvent re´soudre puisque les
causes sont justement entretenues. Ces phe´nome`nes se rencontrent typiquement a`
l’aval d’une se´paration dans la zone dite de ’couche de me´lange’. Les gradients de
diame`tre orthogonaux a` l’e´coulement imposent au point de contact entre les deux
zones de fortes diffe´rences de traˆıne´e, donc de vitesse, qui forme une instabilite´ sur
deux points continuˆment entretenue.
9.1.3 Termes pre´ponde´rants
Le terme pre´ponde´rant devant tous les autres pour la de´termination du champ
de vitesse est la traˆıne´e. Les effets polydisperses (qui sont pourtant mode´lise´s sous
la forme d’une inte´gration des effets de la traˆıne´e au niveau particulaire) ont une
influence assez faible sur ce champ.
A l’inverse, pour le champ de diame`tre et encore plus pour le champ de fraction
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massique, c’est le parame`tre τconv qui conditionne l’e´coulement a` grande e´chelle,
prenant le pas meˆme sur la traˆıne´e (cf Fig. 7.30).
Pour les fluctuations temporelles de vitesse, c’est un me´lange de ces deux compor-
tements qui est observe´, fruit de la de´composition de l’e´quation (7.5). De meˆme, la
nature de l’expression de la vitesse reconstitue´e (cf Eq. (4.47)) qui met en jeu le
champ dSt impose un comportement compose´ des deux effets majoritaires : traˆıne´e
et flux de´corre´le´s.
9.1.4 Protocole d’estimation du parame`tre τconv
Le temps τconv est le parame`tre essentiel qui ge`re la totalite´ de la dispersion
diffe´rencie´e dans l’e´coulement. Il est donc crucial pour l’utilisation de ce mode`le
d’eˆtre en mesure d’e´valuer ce parame`tre a priori.
Cette analyse n’a pu eˆtre effectue´e plus toˆt car la connaissance d’un seul cas ne
pouvait suffire a` de´gager une tendance ge´ne´rale. C’est au regard des trois cas e´tudie´s
et de leurs diffe´rences que des approches plus simples, comme celle e´nonce´e au
chapitre 6, ont pu eˆtre infirme´es ou pre´cise´es.
Ainsi, pour reprendre ce qui a e´te´ e´nonce´ pre´ce´demment (chap. 6), prendre en
compte l’orthogonalite´ de la traˆıne´e par rapport a` la trajectoire initiale peut suffire
dans des cas tre`s particuliers mais devient tre`s de´licat a` de´finir a` partir du moment
ou` les particules sont transporte´es dans un e´coulement turbulent. Il existe une
de´finition plus ge´ne´rale qui englobe la pre´ce´dente en restant toutefois valide pour
les e´coulements plus complexes. Il s’agit de conside´rer le temps caracte´ristique qu’il
va falloir aux particules du nuage initial pour avoir des trajectoires distinctes a`
l’e´chelle de l’e´coulement global. Dans le cas du spray liquide en souﬄage transverse,
e´tant donne´ que les particules le´ge`res s’e´cartent relativement vite de leur trajectoire
initiale pour s’aligner sur la vitesse du gaz alors que les plus lourdes ne sont pas
affecte´es, on observe cette se´paration assez rapidement et un temps τconv de 0.08s
est beaucoup trop important.
La Fig. 9.1 donne une repre´sentation graphique pour estimer le temps a` prendre en
compte. Les particules sont repre´sente´es proportionnelles a` leur taille respective,
de meˆme que l’e´paisseur de leur trajectoire respective.
Si l’on prend en compte la pe´riode pendant laquelle les particules de faible dia-
me`tre ont une vitesse proche de leur vitesse d’injection (avec une e´valuation a` l’aide
d’une tangente par exemple), on trouve une valeur de 0.025s, ce qui est tre`s proche
de la valeur 0.02s obtenue comme valeur optimale pour ce cas. Si l’on ajoute que le
mode`le n’est sensible qu’a` des variations logarithmiques de τconv (c’est-a`-dire qu’il
faut faire varier τconv d’un facteur 2n et non pas n pour voir apparaˆıtre ’n paliers’
de comportement diffe´rents), ce temps est une tre`s bonne estimation.
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Fig. 9.1 – Estimation a priori de la valeur du parame`tre τconv.
Ce temps de trajectoire commune est en quelque sorte le temps qu’il faut pour que
les particules les plus petites du nuage initial soient dans un re´gime diffe´rent de ce-
lui des particules de taille maximale, et il est possible de le de´finir analytiquement.
En reprenant la solution analytique de la traˆıne´e (Eq. 6.2), on constate qu’il faut un
temps t = τdrag pour relaxer de 63% vers la vitesse gazeuse, t = 2τp pour relaxer de
86% et t = 3τdrag pour relaxer de 95%. On peut donc conside´rer qu’il y a diffe´rence
de re´gime entre les particules de diame`tre d12 et d
2
2 lorsque{
t ∼ kτdrag(d12)
t τdrag(d22)
(9.1)
avec k constante a` de´terminer. En effet, dans le cas ou` ces deux conditions sont
respecte´es, la particule de diame`tre d1p posse`de une vitesse proche de celle du gaz
alors que la particule de diame`tre d2p suit toujours sa vitesse initiale (a` 10% pre`s).
Ceci constitue donc bien une divergence de trajectoire.
Dans un nuage polydisperse, on sait que d2 ∼ d00e−2bσ est repre´sentatif des diame`tres
faibles et d2 ∼ d00e2bσ est repre´sentatif des diame`tres fort (cf section 4.5), d’ou` les
deux conditions du syste`me (9.1) peuvent s’exprimer sous la forme : t ∼ k
ρ2
18µ1
(
d00e
−2bσ)2
t ρ218µ1
(
d00e
2bσ)2 (9.2)
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Pour qu’il existe une solution, il faut donc que le temps e´coule´ respecte les deux
conditions ci-dessus, ce qui implique :
k
ρ2
18µ1
(
d00e
−2bσ)2  ρ2
18µ1
(
d00e
2bσ)2
⇔ ke−4bσ  e4bσ
⇔ k  e8bσ
⇐ k ∼ e
8bσ
8
(9.3)
Cela donne la valeur de k. Et, dans ce cas, a` partir de l’instant t ∼ kτdrag(d12), on
peut conside´rer qu’il y a se´paration.
Ceci permet de conclure qu’il est pertinent de choisir comme valeur de de´part :
τconv =
ρ2
144µ1
d200e
4bσ (9.4)
Une application nume´rique donne :
– pour le jet liquide en souﬄage transverse, la valeur τconv = 0.25s pour une valeur
optimale heuristique trouve´e de 0.20s
– pour le cas Sommerfeld-Qiu, la valeur τconv = 10.10−3 pour 15.10−3 utilise´ actuel-
lement (avec l’intuition qu’il faudrait en effet le´ge`rement baisser cette valeur
si on pouvait multiplier les calculs)
– pour le cas VESTA, la valeur τconv = 15.10−4 pour 7.10−4 utilise´ actuellement.
On obtient le temps voulu a` moins de 35% pre`s dans deux cas et a` 50 % pre`s dans
le troisie`me. Il semblerait meˆme qu’on puisse affirmer que les e´coulement rotatifs
ont tendance a` ne´cessiter une valeur infe´rieure (d’environ 33%) a` celle donne´e par
cette me´thode (cf les cas Sommerfeld et VESTA). Si l’on ajoute a` nouveau que le
mode`le n’est sensible qu’a` des variations logarithmique de τconv, ces temps donnent
au final un tre`s bon ordre de grandeur du parame`tre τconv a priori pour initier les
calculs.
Enfin, pour eˆtre cohe´rent au niveau de la nomenclature et puisqu’il ne correspond
plus a` un phe´nome`ne de convection, ce temps devrait logiquement s’appeler de´sor-
mais τsep et non plus τconv.
Dans les e´coulement complexes, on peut souhaiter multiplier les gages de se´curite´.
Une seconde me´thode moins imme´diate mais quasi automatique est alors possible.
Un premier calcul est fait avec une injection monodisperse de diame`tre dmono. Cela
donne un champ de vitesse ~vmono. Puis, on effectue un second calcul en cherchant
a` caler τconv de telle sorte que la vitesse reconstruite associe´e a` dmono, ~uτ (dmono),
corresponde au re´sultat du premier calcul ~vmono. On fait alors l’hypothe`se que, si
~vmono et ~uτ (dmono) co¨ıncident, le parame`tre τconv est bien cale´ et les champs de vitesse
polydisperses sont valables pour tous les diame`tres. C’est cette de´marche qui est
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utilise´e au chapitre 8 avec des re´sultats tre`s satisfaisants.
C’est l’automatisme et la simplicite´ conceptuelle de cette me´thode qui font sa force.
Utilise´e en comple´ment de la me´thode base´e sur le temps de se´paration, elle permet
d’avoir a` disposition deux outils base´s sur des approches diffe´rentes pour justifier
le choix initial de τsep (ou τconv).
9.2 Perspectives
1. Un e´le´ment inte´ressant pourrait eˆtre de proposer une forme non syme´trique
pour la PDF de vitesse en de´formant la gaussienne par exemple. Cela revien-
drait a` prendre en compte le fait que les de´corre´lations de vitesse des particules
ont une direction privile´gie´e et ne sont de plus pas re´partie de fac¸on syme´trique
dans cette direction. La de´termination de Eτ,i ferait dans ce cas apparaˆıtre des
moments de vitesse de´corre´le´e de la forme < u′′2,iu
′′
2,i >2 (non de´montre´ ici). Il
faudrait alors transporter ces moments et non leur somme EQB. Cela alourdi-
rait le syste`me de deux e´quations supple´mentaires, mais pourrait apporter un
gain de pre´cision.
2. En premie`re approche, la PDF de tempe´rature a e´te´ choisie inde´pendante du
diame`tre. Or la description mathe´matique du phe´nome`ne d’e´vaporation se rap-
proche assez de celle de la traˆıne´e dans la mesure ou` il existe une tempe´rature
initiale conserve´e par les gouttes de fort diame`tre et une tempe´rature d’e´qui-
libre (a` tempe´rature de gaz environnant constante) atteinte tre`s rapidement
par les gouttes de faible diame`tre. Ceci laisse a` penser que la me´thodologie
utilise´e pour la vitesse conditionne´e par le diame`tre ~uτ est transposable a` θΓ.
Cependant, l’extreˆme non line´arite´ des termes sources d’e´vaporation par rap-
port a` la tempe´rature d’une goutte complexifie e´norme´ment ce travail. Cela
ne´cessiterait un de´veloppement mathe´matique beaucoup plus pousse´ que pour
l’e´valuation des termes sources de traˆıne´e, mais pourrait surtout permettre
de mode´liser avec pre´cision l’e´volution de la tempe´rature dans une flamme de
spray polydisperse par exemple.
3. Avec la PDF de vitesse pre´sume´e, il est possible de faire se croiser des parti-
cules de taille diffe´rente tant que leur vitesse respective ve´rifie les hypothe`ses
de la PDF pre´sume´e (faible St ⇒ vitesse proche de celle du gaz, fort St ⇒
vitesse proche de la vitesse d’injection). Par contre, le forme log-normale de
la PDF de diame`tre impose une sorte de continuite´ dans la re´partition des
diame`tre qui empeˆche la pre´sence de deux populations distinctes de particules
de diame`tre diffe´rent. Une PDF de diame`tre a` deux pics pourrait permettre la
prise en compte de ce type d’e´coulements. Afin de ne pas alourdir le nombre
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d’e´quations transporte´es, on pourrait envisager d’avoir le meˆme parame`tre de
largeur σ̂ pour les deux pics et il suffirait d’une e´quation supple´mentaire (par
exemple celle du moment S1 qui n’a comme terme source que le terme d’e´vapo-
ration) pour fermer le syste`me. De fac¸on implicite, une e´galite´ des diame`tres
caracte´ristiques de chaque pic signifierait qu’on a localement une PDF a` un
seul pic. Il reste a` savoir si le syste`me posse´derait toujours les bonnes proprie´-
te´s permettant des de´veloppements analytiques pousse´s.
4. Il pourrait eˆtre inte´ressant de coupler diffe´remment l’e´quation du transport
quasi-brownien avec la forme de ~uτ en e´valuant les termes a` fermer a` partir
des inte´grations de uτ et non pas le mode`le propose´ par Kaufmann [27]. Il
faudrait alors e´valuer le terme T(u”2,j) = − ∂∂xj α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 (entre autres)
non pas a` l’aide d’une analogie avec le tenseur des contraintes des e´quations
de Navier-Stokes mais tout simplement par inte´gration de la PDF pre´sume´e,
comme cela est fait pour les termes T( 1m2 ) et T(
σ2
m2
).
Cela permettrait d’e´valuer laquelle de ces deux me´thodes est la mieux adapte´e
(et peut-eˆtre e´galement dans quels cas) aux e´coulements polydisperses.
5. Enfin, afin de prendre en compte de fac¸on plus pre´cise les spe´cificite´s des
e´coulements, il pourrait eˆtre utile de chercher a` utiliser un parame`tre τsep local.
Peut-eˆtre qu’utiliser simplement l’estimation (9.4) en chaque point suffirait. Le
but d’une telle complexification serait de ne plus avoir a` de´finir ce parame`tre
en cherchant a` de´gager une tendance ge´ne´rale pour l’e´coulement global et de
pouvoir ainsi prendre en compte toutes les spe´cificite´s locales de l’e´coulement
(recirculation, jet transverses multiples, zone de me´lange...).
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